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Prefacio

Como o titulo indica, este livro é um manual sobre logica formal. Lo-
gica formal ocupa-se com o estudo de um certo tipo de linguagem
que, semelhante a qualquer linguagem, pode expressar estados de coi-
sas [states of affairs). E uma linguagem formal, ou seja, suas expressdes
(tais como sentencas) sio definidas formalmente. Isto torna-a uma
linguagem muito util, pois ela é bastante precisa sobre os estados de
coisas que as sentencas dela descrevem. Em particular, na légica for-
mal é impossivel ser ambiguo. O estudo dessas linguagens centram-se
nas relacdes de acarretamento [entailment] entre sentencas, isto €, quais
sentencas se seguem de quais outras sentencas. Acarretamento [entail-
ment] é central, porque, ao entendé-lo melhor, podemos dizer quando
alguns estados de coisas [stales of affairs] devem ocorrer, uma vez que
outros estados de coisas [states of affairs] ocorrem. Mas acarretamento
[entailment] ndo é a tnica nogao importante. Também consideraremos
a relacdo de ser satisfativel, ou seja, de nao ser mutuamente contra-
ditério. Essas nogdes podem ser definidas semanticamente, usando
defini¢bes precisas de acarretamento baseadas em interpretacdes da
linguagem — ou em teoria da prova [proof-theoretically], usando siste-
mas formais de dedugio.

Légica formal é, obviamente, uma subdisciplina central da filoso-
fia, na qual a relagdo légica entre suposicoes [assumptions] e as conclu-
soes alcangadas a partir daquelas [suposi¢des] é importante. Filosofos
investigam as consequéncias de defini¢des e suposicdes e avaliam estas
definicoes e suposicoes em base das suas consequéncias. Ela também é
importante na matematica e ciéncia da computa¢do. Na matematica,
linguagens formais sdo usadas para descrever ndo estados de coisas
“cotidianos”, mas sim estados de coisas matematicos. Matematicos
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também estdo interessados nas consequéncias de defini¢ces e suposi-
cOes e para eles é igualmente importante estabelecer essas consequén-
cias (que eles chamam “teoremas”), usando métodos completamente
precisos e rigorosos. Logica formal fornece tais métodos. Na ciéncia
da computacdo, logica formal é aplicada para descrever o estado e
os procedimentos de sistemas computacionais, por exemplo, circuitos,
programas, base de dados etc. Os métodos da légica formal podem
ser similarmente usados para estabelecer consequéncias de tais descri-
coes, tais como se um circuito é livre de erro, se um programa faz o
que é pretendido o que ele faca, se uma base de dados é consistente
ou se algo é verdadeiro dos dados nela.

O livro esta dividido em nove partes. A Parte I introduz o tépico e
as nocoes de légica de maneira informal, sem introduzir uma lingua-
gem formal ainda. As Partes II-IV ocupam-se com linguagens vero-
funcionais(TFL). Nelas sentencas sdo formadas a partir de sentencas
basicas, usando-se alguns conectivos (‘ou’, ‘¢’, ‘nao’, ‘se ..., entdao’)
que combinam justamente sentencas, formando sentencas mais com-
plicadas. Discutimos nogoes logicas tais como acarretamento [entail-
ment] em duas formas: semanticamente, usando o método de tabelas
de verdade (na Parte III) e na teoria da prova, usando um sistema de
derivacoes formais (na Parte IV). As Partes V-VII lidam com uma lin-
guagem mais complicada, a da légica de primeira ordem. Ela inclui,
além dos conectivos da légica verofuncional, também nomes, predica-
dos, identidade e os entdo chamados quantificadores. Estes elementos
adicionais da linguagem a tornam muito mais expressiva do que a lin-
guagem verofuncional e passaremos uma grande quantidade de tempo
investigando justamente o quanto se pode expressar nela. Novamente,
nogoes logicas para linguagem da légica de primeira ordem sao defi-
nidas semanticamente, usando-se interpretacdes, e na teoria da prova,
usando-se uma versao mais complexa do sistema de derivagao formal
introduzida na Parte IV. Parte VIII discute a extensdo da TFL por
meio de operadores nao-verofuncionais para possibilidade e necessi-
dade: l6gica modal. Parte IX cobre dois topicos avan¢ados: o primeiro
diz respeito as formas normais conjuntivas e disjuntivas e a adequa-
cao expressiva dos conectivos verofuncionais; o segundo diz respeito
a corretude [soundness| da deducao natural para TFL.

Nos apéndices, vocé encontrara uma discussao de notacdes alter-
nativas para as linguagens que discutimos neste texto, discussdo de
sistemas alternativos de deriva¢do e uma rapida referéncia que lista as
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regras e definicGes mais importantes. Os termos centrais sao listados
em um glossario no fim.

Este livro é baseado em um texto que foi originalmente escrito
por P. D. Magnus na versdo revisada e expandida por Tim Button.
Ele também inclui algum material de J. Robert Loftis. O material na
Parte VIII é baseado em notas de Robert Trueman e o material na
Parte IX é baseado em dois capitulos do texto aberto Metatheory de
Tim Button. Aaron Thomas-Bolduc e Richard Zach combinaram ele-
mentos destes textos na presente versio, mudaram algumas termino-
logias e alguns exemplos, reescreveram algumas sec¢oes e adicionaram
material préprio. O texto resultante é licenciado sob uma licenca Cre-
ative Commons Attribution 4.0.



PARTE |

Nocoes-chave da
logica



CAPITULO 1

Argumentos

Logica esta preocupada com a avaliacdo de argumentos, com a sepa-
racao dos argumentos bons dos ruins.

Na linguagem cotidiana, as vezes usamos a palavra ‘argumento’
para falar sobre disputas através de gritos beligerantes [belligerent shou-
ting matches]. Se vocé e um amigo tém um argumento neste sentido,
as coisas nao estdo indo bem entre vocés dois. Logica nao esta preo-
cupada com ranger de dentes nem com puxdes de cabelos. Esses nao
sdo argumentos em nosso sentido; sdo apenas desacordos.

Como entendemos, um argumento é algo mais parecido com isto:

O mordomo ou o jardineiro fizeram isso.
O mordomo nio o fez
.". O jardineiro o fez

Aqui temos uma sequéncia de sentengas. Os trés pontos na terceira
linha do argumento sdao lidos como ‘portanto’. Eles indicam que a
sentenca final expressa a conclusdo do argumento. As duas sentencas
antes dessa sdo as premissas do argumento. Se vocé acredita nas pre-
missas e vocé pensa que a conclusio se segue das premissas — que o
argumento, como sera dito, é valido —, entdo isto talvez lhe forneca
uma razao para acreditar na conclusio.

Isto € o tipo de coisa na qual os 16gicos estdo interessados. Diremos
que um argumento é qualquer cole¢do de premissas juntas com uma
conclusao.

Esta Parte discute algumas nocdes logicas basicas que se aplicam
a argumentos em uma linguagem natural como o Portugués. E impor-
tante comecar com um entendimento claro do que sdo argumentos e



CAPITULO 1. ARGUMENTOS 3

do que significa um argumento ser valido. Mais tarde, traduziremos
argumentos do Portugués para uma linguagem formal. Desejamos que
validade formal, como definida na linguagem formal, tenha ao me-
nos alguma das caracteristicas importantes de validade da linguagem
natural.

No exemplo justamente dado, usamos sentencas individuais para
expressar ambas as premissas do argumento e usamos uma terceira
sentencga para expressar a conclusdo do argumento. Muitos argumen-
tos sdo expressos desta forma, mas uma tUnica sentenca pode conter
um argumento completo. Considere:

O mordomo tem um alibi; assim ele ndo pode ter feito isso.

Este argumento tem uma premissa seguida por uma conclusio.

Muitos argumentos come¢am com premissas e terminam com uma
conclusdo, mas nem todos. O argumento com o qual esta secdo co-
mecou poderia ter sido igualmente apresentando com a conclusao no
inicio, da seguinte forma:

O jardineiro o fez. Afinal de contas, foi o mordomo ou foi
o jardineiro. E o mordomo nao o fez.

Da mesma forma, a conclusdo poderia ter sido apresentada no meio
[do argumento]:

O mordomo nao o fez. De acordo com isso, foi o jardineiro,
dado que foi o jardineiro ou foi o0 mordomo.

Ao levar em consideracdo um argumento, desejamos saber se a con-
clusao se segue ou nao das premissas. Assim, a primeira coisa a fazer
é separar a conclusdo das premissas. Como um guia, estas palavras
sao frequentemente usadas para indicar uma conclusao de argumento:

assim, portanto,dai, deste modo, de acordo com isso,
consequentemente

Por essa razio, elas sao a vezes chamadas PALAVRAS INDICADORAS DE
CONCLUSAO.

Por contraste, essas expressdes sa0 PALAVRAS INDICADORAS DE
PREMISSAS, porque elas frequentemente indicam que estamos lidando
com uma premissa em vez de uma conclusao:
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uma vez que, porque, dado que

Mas ao analisar um argumento, ndo ha substituto para um bom faro
[there is no substitute for a good nose.

1.1 Sentencas

Em geral, podemos definir um ARGUMENTO como uma sequéncia de
sentencas. As sentencas no inicio da série sdo premissas. A sentenca
final na sequéncia é a conclusdo. Se as premissas forem verdadeiras
e o argumento for bom, entdo vocé terd uma razdo para aceitar a
conclusao.

Na logica, estamos somente interessados em sentencas que podem
assumir o papel de premissa ou conclusio de um argumento, isto é,
sentencas que podem ser verdadeiras ou falsas. Assim restringirnos-
emos as sentencas deste tipo e definimos SENTENCA como sentencas
que podem ser verdadeiras ou falsas.

Vocé nao deveria confundir a ideia de uma sentenca que pode ser
verdadeira ou falsa com a diferenca entre fato e opinido. Frequente-
mente, sentencas na logica expressardo coisas que poderiam contar
como fatos — tais como ‘Kierkegaard era corcunda’ ou ‘Kierkegaard
gostava de améndoas’. Elas também podem expressar coisas que pode-
riamos pensar como sendo questdes de opinides — tais como, ‘amén-
doas sao gostosas’. Em outras palavras, uma sentenca nao é desqua-
lificada de participar de um argumento porque ndo sabemos se ela é
verdadeira ou falsa ou porque sua verdade ou falsidade é uma questao
de opinido. Se ela é o tipo de sentenca que poderia ser verdadeira ou
falsa, ela pode desempenhar o papel de premissa ou conclusio.

Ha também coisas que contariam como ‘sentencas’ em um curso
de linguistica ou gramatica, que ndo vamos contar como sentencas na
logica.

Perguntas Numa aula de gramatica, ‘Vocé ja esta com sono?’ con-
taria como uma sentenca interrogativa. Embora vocé possa estar so-
nolento ou alerta, a pergunta em si nao é verdadeira nem falsa. Por
essa razao, perguntas nao contardo como sentencas na légica. Supo-
nha que vocé responda aquela pergunta: ‘Eu ndo estou com sono.’
Isso é ou verdadeiro ou falso, portanto essa é uma senten¢a no sen-



CAPITULO 1. ARGUMENTOS 5

tido l6gico. Geralmente, perguntas ndo contardo como sentencas, mas
respostas sim.

‘Do que trata este curso?”’ nao € uma sentenca (em nosso sentido).
‘Ninguém sabe do que trata este curso’ é uma sentenca.

Imperativos Comandos sao muitas vezes expressos como imperati-
vos do tipo, ‘Acorde!’, ‘Sente corretamente!’ etc. Numa aula de gra-
matica, essas coisas contariam como sentencas imperativas. Embora
poderia ser bom ou ndo que vocé se sentasse corretamente, o comando
em si ndo é verdadeiro nem falso. Perceba, entretanto, que comandos
nem sempre sao expressos como imperativos. ‘Vocé ira respeitar mi-
nha autoridade’ ¢ ou verdadeira ou falsa — ou vocé ira respeitar minha
autoridade ou nio irA — e, dessa maneira, ela contara como uma sen-
tenca no sentido logico do termo.

Exclamacgdes ‘Ai!’ é as vezes chamada sentenga exclamativa, mas
ela é nem verdadeira nem falsa. Nos trataremos ‘Ai! Machuquei meu
dedo!” como significando a mesma coisa que ‘Machuquei meu dedo’.
O ‘ai’ nada acrescenta que possa ser verdadeiro ou falso.

Exercicios Praticos

No fim de alguns capitulos, ha exercicios que revisam e exploram o
material coberto no capitulo. Nao ha substituto para resolucao de pro-
blemas, uma vez que aprender l6gica é muito mais sobre desenvolver
uma forma de pensar do que sobre memorizar fatos.

Aqui esta o primeiro exercicio. Sublinhe a expressdo que indica a
conclusdo de cada um destes argumentos:

1. Esta ensolarado. Assim, eu deveria pegar meus 6culos de sol.

2. Deve ter sido um dia ensolarado. Afinal das contas, eu usei meus
6culos escuros.

3. Ninguém, exceto vocé, pegou o pote de biscoito. E a cena do
crime esta cheia de migalhas de biscoito. Vocé é o culpado!

4. Senhora Scarlett e o professor Plum estavam no escritério no
momento do assassinato. Reverendo Green estava com castical
no saldo de festa e sabemos que ndo ha sangue em suas maos.
Logo, o Coronel Mustard cometeu o crime na cozinha, usando



CAPITULO 1. ARGUMENTOS 6

o cano de chumbo. Lembre-se de que, afinal das contas, a arma
nao foi disparada.



CAPITULO 2

O escopo da
logica

2.1 Consequéncia e validade

Em §1, falamos sobre argumentos, ou seja, uma colecao de sentencas
(as premissas) seguidas de uma tnica sentenga (a conclusao). Disse-
mos que algumas palavras, tais como “portanto”, indicam que a sen-
tenca quem vem a seguir é supostamente a conclusao. “Portanto” su-
gere, é claro, que ha uma conexao entre as premissas e a conclusio, a
saber, que a conclusao se segue ou ¢ uma consequéncia das premissas.

Esta nocdao de consequéncia € uma das coisas primarias com as
quais a logica esta preocupada. Pode-se mesmo dizer que a logica
é a ciéncia do que se segue do que. A logica desenvolve teorias e
ferramentas que nos dizem quando uma sentenca se segue de algumas
outras.

O que dizer do argumento principal discutido em §17?

Ou o mordomo fez isso ou o jardineiro o fez
O mordomo nio o fez
.". O jardineiro o fez

Nao temos qualquer contexto para sabermos a que as sentengas neste
argumento referem-se. Talvez vocé suspeite que “fez isso” signifique
aqui “foi o autor” de algum crime nao especificado. Vocé poderia ima-
ginar que o argumento ocorre num romance de mistério ou programa
de TV, talvez tivesse sido falado por um detetive que trabalha com
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as evidéncias. Mas mesmo sem ter qualquer uma destas informacdes,
provavelmente vocé concorda que o argumento é bom, no sentido que
seja o que for a que as premissas se refiram, se elas forem ambas verda-
deiras, a conclusdo s6 podera ser verdadeira também. Se a primeira
premissa for verdadeira, ou seja, é verdade que “o mordomo fez isso
ou o jardineiro fez isso”, entao pelo menos um deles “fez isso”, nao
importa o que isso signifique. E se a segunda premissa for verdadeira,
entdo o mordomo nao “fez isso”. Isto deixa somente uma opcao: “o
jardineiro fez isso” deve ser verdadeira. Aqui, a conclusdo segue-se das
premissas. Chamamos argumentos que tém esta propriedade VALIDO.
Por outro lado, considere o seguinte argumento

Se o motorista fez isso, a governanta nao fez isso
A governanta nao fez isso
.. O motorista fez isso

Ainda nao temos qualquer ideia sobre o que esta sendo falado aqui.
Mas, novamente, vocé provavelmente concordaria que este argumento
é diferente daquele anterior em um aspecto importante. Se as premis-
sas forem verdadeiras, ndo é garantido que a conclusdo seja também
verdadeira. As premissas deste argumento nao excluem, por si mesmo,
que outra pessoa que nao seja a governanta ou motorista “fez isso”.
Assim, ha um caso onde ambas premissas sao verdadeiras e, contudo,
o motorista nao fez isso, ou seja, a conclusao nao é verdadeira. Neste
segundo argumento, a conclusao nio se segue das premissas. Se, como
ocorre neste argumento, a conclusdo nao se segue das premissas, di-
zemos que ele é INVALIDO.

2.2 Casos e tipos de validade

Como determinamos que o segundo argumento é invalido? Aponta-
mos um caso no qual as premissas sao verdadeiras e no qual a con-
clusao ndo é. Este era um cenario onde o motorista e a governanta
nao fizeram isso, mas uma terceira pessoa o fez. Chamaremos um
tal caso CONTRAEXEMPLO ao argumento. Se ha um contraexemplo ao
um argumento, a conclusdo ndo pode ser uma consequéncia das pre-
missas. Para que a conclusdo seja uma consequéncia das premissas,
a verdade das premissas deve garantir a verdade da conclusao. Se ha
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um contraexemplo, a verdade das premissas nao garante a verdade da
conclusao.

Como logicos, queremos ser capazes de determinar quando a con-
clusdo de um argumento segue-se das premissas. E a conclusdo é uma
consequéncia das premissas, se ndo ha contraexemplo, um caso em
que as premissas sdo todas verdadeiras, mas a conclusao nao é verda-
deira. Isto motiva uma defini¢do:

Uma sentenca 4 é uma CONSEQUENCIA de sentencas By, ...,

B, se e somente se nao ha caso em que By, ..., B, sdo todas
verdadeiras e 4 ndo é verdadeira. (Dizemos também que A4
SEGUE-SE DE By, ..., B, ou que By, ..., B, ACARRETA 4).

Esta “definicao” é incompleta: ela ndo nos diz o que é um “caso”
ou o que signica ser “verdadeiro em um caso”. Até agora, vimos so-
mente um exemplo: um cenario hipotético envolvendo trés pessoas,
um motorista, uma governanta e alguma terceira pessoa e, neste cena-
rio, o motorista e a governanta nao fizeram isso, mas a terceira pessoa
o fez. Neste cenario, como descrito, o motorista nao fez isso e assim
¢ um caso no qual a sentenca “o motorista fez isso” nao é verdadeira.
As premissas de nosso segundo argumento sdo verdadeiras, mas a
conclusdo nao é verdadeira: o cenario é um contraexemplo.

Dizemos que argumentos nos quais a conclusdo é consequéncia
das premissas sdo validos e aqueles nos quais a conclusao nao é con-
sequéncia das premissas sao invalidos. Uma vez que agora temos pelo
menos uma primeita tentativa de uma defini¢ao, registraremos isto:

Um argumento é VALIDO se e somente se a conclusdo é uma
consequéncia das premissas.

Um argumento € INVALIDO se e somente se ele ndo é valido, isto
é, ele tem um contraexemplo.

Logicos estao ocupados em tornar a nog¢ao de “caso” mais precisa e
em investigar quais argumentos sdo validos quando a nocao de “caso”
é feita precisa de uma forma ou outra. Se tomarmos “caso” como sig-
nificando “cenario hipotético” conforme ocorreu no contraexemplo ao
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segundo argumento, estd claro que o primeiro argumento conta como
valido. Se imaginarmos um cenario no qual ou o mordomo fez isso
ou o jardineiro fez isso e também que o mordomo nao fez isso, esta-
mos automaticamente imaginando o cenario no qual o jardineiro fez
isso. Assim, qualquer cenario hipotético no qual as premissas de nosso
primeiro argumento sao verdadeiras automaticamente torna a conclu-
sao de nosso primeiro argumento verdadeira. Isto torna o primeiro
argumento valido.

Tornar “caso” mais especifico, interpretando-o como “cenario hi-
potético” é um avango. Mas isso nao é o fim da histéria. O primeiro
problema é que nido sabemos o que conta como cenario hipotético.
Eles sao limitados pelas leis da fisica? Limitados pelo que é conce-
bivel, em um sentido geral? Dependendo das respostas que damos
a estas questdes, isso determinard quais argumentos contamos como
validos.

Suponha que a resposta a primeira questao é “sim”. Considere o
seguinte argumento:

A espacgonave Rocinante levou seis horas para chegar a Jupiter
partindo da estacdo espacial Tycho.

". A distancia entre a estacdo espacial Tycho e Jupiter é menos que
14 bilhdes de quilémetros

Um contraexemplo a este argumento seria um cenario no qual a
Rocinante faz uma viagem de mais de 14 bilhdes de quilometros em
seis horas, excedendo a velocidade da luz. Uma vez que um tal ce-
nario é incompativel com as leis da fisica, ndo ha um tal cenario se
cenarios hipotéticos tém de estar em conformidade com as leis da fi-
sica. Se cenarios hipotéticos ndo sao limitados pelas leis da fisica, ha
um contraexemplo: um cenario no qual a Rocinante viaje mais rapida
que a velocidade da luz.

Suponha que a resposta a segunda questao é “sim” e considere um
outro argumento:

Priya é uma oftalmologista
.". Priya é uma médica dos olhos

Se nos for permitido apenas cenarios concebiveis, isto é também um
argumento valido. Se vocé imaginar Priya como sendo uma oftalmo-
logista, vocé imagina desse modo que Priya € uma médica dos olhos.
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Isto € justamente o que “oftalmologista” e “médica dos olhos” signi-
ficam. Um cenario onde Priya é uma oftalmologista, mas nao é uma
médica dos olhos é excluido por causa da conexdo conceitual que ha
entre estas palavras.

Dependendo de que tipos de casos consideramos como contra-
exemplos potenciais, chegamos, entdo, a nog¢des diferentes de con-
sequéncia e validade. Poderiamos chamar um argumento NOMOLOGI-
CAMENTE VALIDO se ndo ha contraexemplos que nao violem as leis da
natureza e chamar um argumento CONCEITUALMENTE VALIDO se nao
ha contraexemplos que ndo violem conexdes conceituais entre pala-
vras. Para essas duas nocdes de validade, aspectos do mundo (por
exemplo, o que sdo leis da natureza) e aspectos dos significados das
sentencas no argumento (por exemplo, que “oftalmologista” significa
exatamente um tipo de médico dos olhos) sdo levados em conta, se
um argumento é valido.

2.3 Validade formal

Uma caracteristica distintiva da consequéncia ldgica é, entretanto, que
ela n3o deveria depender do contetido das premissas e do conteudo da
conclusdo, mas deveria apenas depender da forma légica. Em outras
palavras, como légicos queremos desenvolver uma teoria que possa
fazer distingdes ainda mais refinadas. Por exemplo, tanto

Ou Priya é uma oftalmologista ou € uma dentista
Priya nao é uma dentista
.". Priya é uma médica dos olhos

como

Ou Priya é uma oftalmologista ou é uma dentista
Priya nao é uma dentista
.". Priya é uma oftalmologista

sdo argumentos validos. Mas enquanto a validade do primeiro de-
pende do conteido (ou seja, do significado de “oftalmologista” e “mé-
dica dos olhos”), o segundo nao depende. O segundo argumento é
FORMALMENTE VALIDO. Podemos descrever a “forma” deste argumento
como um padrao, algo como isso:
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Oudéum X ouéum?Y.
Anaoéum?Y.
.o Aéum X.

Aqui 4, X e Y sdo representantes [placeholders] para expressdes apro-
priadas que, quando substituem 4, X e Y, transformam o padrao em
um argumento que consiste de sentencas. Por exemplo,

Ou Mei é um matematico ou é um botanico.
Mei nao é um botanico.
.". Mei é um matematico.

¢ um argumento da mesma forma, mas o primeiro argumento acima
nao é: teriamos de substituir ¥ por expressdes diferentes (uma vez
por “oftalmologista” e uma vez por “médica dos olhos”) para obté-lo a
partir do padrao. Ademais, o primeiro argumento nao é formalmente
valido. A forma dele é a seguinte

Oudéum X ouéumbY.
Anaoéum?Y.
. Aéum Z.

Neste padrao, podemos substituir X por “oftalmologista” e Z por “mé-
dica dos olhos” para obter o argumento original. Mas aqui estd um
outro arguemnto da mesma forma:

Ou Mei é um matematico ou é um botéanico.
Mei nao é um botanico.
.". Mei é acrobata.

Obviamente este argumento nao é valido, uma vez que podemos ima-
ginar um matematico chamado Mei que ndo é um acrobata.

Nossa estratégia como logicos sera propor um no¢ao de “caso” em
que um argumento torna-se valido, se ele é formalmente valido. Clara-
mente, uma tal noc¢do de “caso” tera de violar nao apenas algumas leis
da natureza, mas também algumas leis do Portugués. Uma vez que o
primeiro argumento ¢ invalido neste sentido, devemos permitir como
contraexemplo um caso no qual Priya € uma oftalmologista, mas nao
€ um médica dos olhos. Este caso ndo é uma situacao concebivel: ele é
excluido pelos significados de “oftalmologista” e “médico dos olhos”.
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Quando consideramos casos de varios tipos a fim de avaliar a va-
lidade de um argumento, faremos algumas suposi¢oes. A primeira
suposicdo é que qualquer caso faz qualquer sentenca verdadeira ou
nao verdadeira — pelo menos, qualquer sentenca no argumento em
consideracdo. Isto significa primeiramente que qualquer cenario ima-
ginado que deixa indeterminado se uma sentenca em nosso argumento
é verdadeira nao sera considerado como um contraexemplo potencial.
Por exemplo, um cenario onde Priya é uma dentista, mas ndo é uma
oftalmologista contara como um caso a ser considerado nos primeiros
argumentos desta se¢ao, mas ndo como um caso a ser considerado nos
dois ultimos: nio nos é dito se Mei é um matematico, um botanico ou
um acrobata. Se um caso nio faz uma sentenca verdadeira, dizemos
que a faz raLSA. Desse modo, assumiremos que os casos fazem as
sentencas verdadeiras ou falsas, mas nunca ambos’

2.4 Argumentos corretos

Antes de continuarmos a execucdo desta estratégia, alguns esclare-
cimentos. Argumentos em nosso sentido, como conclusdes que (su-
postamente) se seguem das premissas, sio obviamente usados todo
tempo nos discursos cotidianos e cientificos. Quando eles sao usados,
os argumentos pretendem dar suporte ou até mesmo provar as suas
conclusdes. Ora, se um argumento é valido, ele dara suporte a sua
conclusdo, mas somente se suas premissas sao todas verdadeiras. Vali-
dade exclui a possibilidade na qual as premissas sdo verdadeiras e a
conclusdo nao é verdadeira ao mesmo tempo. Ela nido exclui, por si
mesma, a possibilidade de que a conclusdo nao seja verdadeira. Em
outras palavras, é perfeitamente possivel que um argumento valido
tenha uma conclusdo que nao seja verdadeira!
Considere este exemplo:

Laranjas sao frutas ou sdo instrumentos musicais.

*Mesmo se estas suposicdes lhe parecem ser senso comum, elas sdo controversas
entre os fil6sofos da légica. Antes de tudo, ha légicos que querem considerar ca-
sos em que sentencas sao nem verdadeiras nem falsas, mas tem algum tipo de nivel
intermediario de verdade. De forma mais controversa, alguns filésofos pensam que de-
veriamos permitir a possibilidade de sentengas serem verdadeiras e falsas a0 mesmo
tempo. Ha sistemas de légica em que sentencas podem ser nem verdadeiras nem
falsas ou em que sentencas podem ser verdadeiras e falsas, mas nio os discutiremos
neste livro.
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Laranjas nao sao frutas.
.. Laranjas sao instrumentos musicais.

A conclusdo deste argumento é ridicula. Nao obstante, ela segue-se das
premissas. Se ambas premissas forem verdadeiras, entdo a conclusao
tera de ser também verdadeira. Assim, o argumento é valido.

Inversamente, ter premissas verdadeiras e uma conclusao verda-
deira ndo é suficiente para tornar um argumento valido. Considere
este exemplo:

Londres esta na Inglaterra.
Pequim esta na China.
.". Paris esta na Franca.

As premissas e a conclusdo deste argumento sdo, como uma questao
de fato, todas verdadeiras, mas o argumento é invalido. Se Paris decla-
rasse independéncia do resto da Franca, entdo a conclusdo nao seria
mais verdadeira, ainda que ambas premissas permanecessem verda-
deiras. Assim, ha um caso em que as premissas deste argumento sdao
verdadeiras sem que a conclusao seja verdadeira. Desse modo, o ar
gumento é invalido.

A coisa importante para lembrar é que validade nao é sobre a ver-
dade ou falsidade atuais [actual] das sentengas no argumento. E sobre
se é possivel que todas as premissas sejam verdadeiras e a conclusdo
nao seja verdadeira ao mesmo tempo (em algum caso hipotético). De
fato, o que é o caso nao tem papel especial a desempenhar; e o que os
fatos sao nao determina se um argumento é valido ou nao”. Nada so-
bre a maneira na qual as coisas sdo pode determinar se um argumento
é valido. E frequentemente dito que a légica ndo se importa com sen-
timentos. Na realidade, ela também nao se importa com fatos.

Quando usamos um argumento para provar que a conclusao dele ¢
verdadeira, precisamos de duas coisas. Em primeiro lugar, precisamos
que o argumento seja valido, ou seja, precisamos que a conclusao se
siga das premissas. Mas também precisamos que as premissas sejam
verdadeiras. Diremos que um argumento é CORRETO se e somente se
ele é valido e todas as premissas dele sdo verdadeiras.

?Ora, ha um caso no qual a verdade desempenha um papel: se as premissas
sdao, de fato, verdadeiras e a conclusiao nao €, de fato, verdadeira, entio temos um
contraexemplo; destarte o argumento ¢ invalido.
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Por outro lado, quando queremos refutar [rebut] um argumento,
temos duas opg¢des: podemos mostrar que (uma ou mais das) premis-
sas ndo siao verdadeiras ou podemos mostrar que o argumento nao é
valido. Entretanto, a l6gica apenas o ajudara em relagao a esta ultima.

2.5 Argumentos indutivos

Muitos argumentos bons sdo invalidos. Considere o seguinte:

Em todo inverno até agora nevou em Calgary.
.. Nevara em Calgary no préximo inverno.

Este argumento generaliza a partir de observagdes sobre muitos ca-
sos (passados) para uma conclusao sobre todos casos (futuros). Tais
argumentos sdo chamados argumentos INDUTIVOS. Ndo obstante, o
argumento ¢é invalido. Mesmo se nevou em Calgary todo inverno até
agora, permance possivel que nao nevara em Calgary no proximo in-
verno. De fato, mesmo se nevar de agora em diante em todo més
de janeiro em Calgary, ainda poderiamos imaginar um caso no qual
este ano seja o primeiro ano em que nao neva todo inverno. E este
cenario hipotético é um caso em que as premissas do argumento sdo
verdadeiras, mas a conclusdo nao é, tornando o argumento invalido.

O ponto de tudo isto é que argumentos indutivos — mesmo ar-
gumentos indutivos bons — nio sao (dedutivamente) validos. Eles
nao sao irrefutdveis [watertight]. Embora possa ser improvavel, € possi-
vel que a conclusao deles seja falsa, mesmo quando todas as premis-
sas sdo verdadeiras. Neste livro, deixaremos (inteiramente) de lado a
questdo do que torna bom um argumento indutivo. Nosso interesse é
simplesmente na separacdo dos argumentos (dedutivamente) validos
daqueles invalidos.

Assim, estamos interessados no fato de se uma conclusao segue-se
ou nao de algumas premissas. Nao diga, entretanto, que as premissas
inferem a conclusdao. Acarretamento [entailment] é uma relacao entre
premissas e conclusdes; inferéncia é algo que fazemos. Assim, se vocé
deseja mencionar inferéncia quando a conclusio segue-se das premis-
sas, vocé poderia dizer que se pode inferir a conclusao das premissas.
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Exercicios Praticos

A. Quais dos seguintes argumentos sao validos? Quais sao invalidos?

1.

Sécrates é humano.

2. Todo humano é cenoura.
. Socrates é uma cenoura.

Abe Lincoln nasceu em Illinois ou ja foi presidente.
Abe Lincoln nunca foi presidente.

. Abe Lincoln nasceu em Illinois.

Se eu apertar o gatilho, Abe Lincoln morrera.

2. Nao apertei o gatilho.
". Abe Lincoln ndo morrera.

Abe Lincoln nasceu na Franc¢a ou nasceu em Luxemburgo.

2. Abe Lincoln ndo nasceu em Luxemburgo.
". Abe Lincoln nasceu na Franga.

-

2

. Se o mundo acabar hoje, entdo nao precisarei levantar cedo ama-

nha de manha.
Precisarei acordar cedo amanhi de manha.

. O mundo nédo acabara hoje.

. Joe tem agora 19 anos.
. Joe tem agora 87 anos

Bob tem agora 20 anos

B. Poderia existir

1.

um argumento valido que tem uma premissa falsa e uma pre-
missa verdadeira?

um argumento valido que tem apenas premissas falsas?

um argumento valido com apenas premissas falsas e um conclu-
sao falsa?

um argumento invalido que pode se tornar valido por meio da
adi¢do de uma nova premissa?

Um argumento valido que pode se tornar invalido por meio da
adicao de uma nova premissa?

Em cada caso, se a resposta for afirmativa, dé um exemplo; se for
negativa, explique por que nao.



CAPITULO 3

Outras nocoes
logicas

Em §2, introduzimos as ideias de consequéncia e de argumento va-
lido. Estas sdo as ideias mais importantes na légica. Neste capitulo,
introduziremos algumas ideias similarmente importantes. Todas elas
contam, como a validade contava, com a ideia de que sentencas sdo
verdadeiras (ou nao) nos casos. Para o restante desse capitulo, consi-
deraremos casos no sentido de cenario concebivel, ou seja, no sentido
em que os usamos para definir validade conceitual. Os pontos que
fizemos sobre tipos diferentes de validade pode ser feito sobre nossas
novas no¢oes em linhas semelhantes: se usamos uma ideia diferente
do que conta como um “caso”, obtemos nocoes diferentes. E, como
logicos, queremos, as vezes, considerar uma definicdo mais permissiva
de caso em detrimento daquela que consideramos até aqui.

3.1 Possibilidade conjunta

Considere estas duas sentengas:

B1. O tnico irmao de Jane é menor que ela.
B2. O unico irmao de Jane é maior que ela.

A légica apenas ndao pode nos dizer qual dentre essas sentencas é
verdadeira, se alguma for. Contudo, podemos dizer que se a primeira
sentenca (B1) é verdadeira, entd@o a segunda sentenca (B2) deve ser
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falsa. Da mesma forma, se B2 é verdadeira, entdo B1 deve ser falsa.
Nao ha cenario possivel no qual ambas sentencas sejam verdadeiras
conjuntamente. Estas sentencas sdo incompativeis entre si, elas nao
podem ser todas verdadeiras ao mesmo tempo. Isto motiva a seguinte
definicdo:

Sentencas sio CONJUNTAMENTE POSSIVEIS se e somente se ha
um caso no qual elas sdo todas verdadeiras juntas.

B1 e B2 sdo conjuntamente impossiveis, enquanto, digamos, as duas
sentencas seguintes sdo conjuntamente possiveis:

B1. O unico irmédo de Jane € menor que ela.
Be. O tnico irmao de Jane é mais jovem que ela.

Podemos perguntar sobre a possibilidade conjunta de qualquer nu-
mero de sentencgas. Por exemplo, considere as seguintes quatro senten-
cas:

G1. Ha pelo menos quatro girafas no zoolégico.
G2. Ha exatamente setes gorilas no zoolégico.
G3. Nao ha mais de dois marcianos no zoolégico.
G4. Toda girafa no zoolégico é marciana.

G1 e G4 implicam que ha pelo menos quatro girafas marcianas
no zoolégico. Isto entra em conflito com G3, que implica que nao ha
mais de duas girafas marcianas 1a. Desse modo, as sentencas G1-G4
sdo conjuntamente impossiveis. Elas ndo podem ser todas verdadei-
ras juntas. (Note que as sentencas G1, G3 e G4 sdao conjuntamente
impossiveis. Mas se sentencas ja sio conjuntamente impossiveis, adi-
cionar uma sentenca extra ao conjunto [fo the mix] ndo pode torna-las
[as sentencas] conjuntamente possiveis!).

3.2 Verdades necessarias, falsidades
necessarias e contingéncia

Ao avaliar argumentos em relecdo a validade, estamos preocupados
com que seria verdadeiro se as premissas fossem verdadeiras, mas al-
gumas sentencas devem ser verdadeiras. Considere estas sentencas:
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1. Esta chovendo.
2. Ou esta chovendo aqui ou ndo esta chovendo aqui.
3. Esta chovendo aqui e ndo esta chovendo aqui.

A fim de saber se uma sentenca 1 é verdadeira, vocé precisaria olhar
para o lado de fora ou verificar o canal do tempo. Ela poderia ser
verdadeira; ela poderia ser falsa. Um sentenca que é capaz de ser
verdadeira e é capaz de ser falsa (em circunstancias diferentes, é claro)
é chamada CONTINGENTE.

A sentenca 2 é diferente. Nao precisamos olhar para o lado de
fora para saber que ela é verdadeira. Independentemente de como
estd o tempo, esta chovendo ou nado esta chovendo. Esta sentenca é
uma VERDADE NECESSARIA.

Da mesma forma, ndo precisamos checar o tempo para determinar
se a sentenca 3 € verdadeira ou nao. Ela deve ser falsa, simplesmente
como uma questdo de légica. Poderia estar chovendo aqui e nao es-
tar chovendo na cidade; poderia estar chovendo agora, mas parar de
chover no momento em que vocé termina [de ler] esta sentenca; mas é
impossivel que esteja chovendo e nao esteja chovendo no mesmo lugar
e no mesmo tempo. Assim, seja como for o mundo, ndo € [o caso] que
esteja chovendo aqui e nao esteja chovendo aqui. Ela é uma FALSIDADE
NECESSARIA.

Algo poderia ser sempre verdadeiro e ainda ser contingente. Por
exemplo, se nunca houve um tempo no qual o universo continha me-
nos de sete coisas, entdo a sentenca ‘ha pelo menos sete coisas’ seria
sempre verdadeira. Todavia, a sentenca é contingente: o mundo po-
deria ser muito, mas muito menor do que ele é e, entdo, a sentenca
teria sido falsa.

Equivaléncia necessaria

Podemos também falar sobre relages l16gicas entre duas sentencas. Por
exemplo:

John foi a loja depois que lavou a louca.
John lavou a louga antes de ir a loja

Estas duas sentencas sdo ambas contingentes, uma vez que John
poderia nao ter ido a loja ou lavado a louga. Contudo, elas devem
ter o mesmo valor de verdade. Se uma das sentencas é verdadeira,



CAPITULO 3. OUTRAS NOCOES LOGICAS 20

entdo elas sio ambas verdadeiras; se uma das sentencas € falsa, entdo
elas sdo ambas falsas. Quando duas sentencas tém o mesmo valor de
verdade em qualquer caso, dizemos que elas sio0 NECESSARIAMENTE
EQUIVALENTES.

Resumo das noc¢des l6gicas

Um argumento é VALIDO se ndo ha caso em que as premissas sao
todas verdadeiras e a conclusio nao é verdadeira; caso contrario,
ele é INVALIDO.

Uma VERDADE NECESSARIA € uma sentenca que é verdadeira em
qualquer caso.

Uma FALSIDADE NECESSARIA é uma sentenca que é falsa em qual-
quer caso.

Uma SENTENCA CONTINGENTE é nem uma verdade necessaria
nem uma falsidade necessaria; uma sentenca que é verdadeira
em algum caso e falsa em algum outro caso.

Duas sentengas sd0 NECESSARIAMENTE EQUIVALENTES, se, em
qualquer caso, elas sio ambas verdadeiras ou ambas falsas.

Uma colegdo de sentencas € CONJUNTAMENTE POSSIVEL se hd um
caso no qual elas sdo todas verdadeiras juntas; caso contrario, a
colecdo é CONJUNTAMENTE IMPOSSIVEL.

Exercicios Praticos

A. Para cada uma das sentencas seguintes, diga se ela é uma verdade

necessaria, uma falsidade necessaria ou contingente:

sl

César atravessou o Rubicao.

Alguém ja atravessou o Rubicao.

Ninguém jamais atravessou o Rubicao.

Se César atravessou o Rubicao, entdo alguém atravessou [o Ru-
bicao].

Embora César tenha atravessado o Rubicou, ninguém jamais
atravessou o Rubicao.
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6. Se alguém atravessou o Rubicio, entdo foi César [quem atraves-
sou].

B. Para cada uma das sentencas seguintes, diga se ela € uma verdade
necessaria, uma falsidade necessaria ou contingente:

1. Elefantes dissolvem em agua.

2. A madeira é uma substéncia leve e duravel que é util para cons-
trucdo de coisas

3. Se a medeira fosse um material de construcao bom, ela seria ttil
para construir coisas.

4. Moro em um prédio de trés andares que é de dois andares.

5. Se o gerbil fosse mamifero, eles amamentariam seus filhotes.

C. Quais dos seguintes pares de sentengas sdo necessariamente equi-
valentes?

1. Elefantes dissolvem em agua.
Se vocé colocar um elefante na 4dgua, ele desintegrara.
2. Todos os mamiferos dissolvem em agua.
Se vocé colocar um elefante na 4dgua, ele desintegrara.
3. George Bush foi 43° presidente.
Barack Obama foi 44° presidente.
4. Barack Obama foi 44° presidente.
Barack Obama foi o presidente imediatamente depois do 43°
presidente.
5. Elefantes dissolvem em agua.
Todos mamiferos dissolvem em agua.

D. Quais dos seguintes pares de sentencas sdo necessariamente equi-
valentes?

1. Thelonious Monk tocava piano.
John Coltrane tocava saxfone tenor.

2. Thelonious Monk fez show com John Coltrane.
John Coltrane fez show com Thelonious Monk.

3. Todos os pianistas profissionais tém maos grandes.
O pianista Bud Powell tinha maos grandes.

4. Bud Powell tinha um disttrbio mental grave.
Todos os pianistas tém disturbio mental grave.
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5. John Coltrane era profundamente religioso.
John Coltrane via a musica como uma expressao da espirituali-

dade.

E. Considere as seguintes sentencas:
G1 Ha pelo menos quatro girafas no zoolégico.
G2 Ha exatamente sete gorilas no zoolégico.
G3 Nao ha mais do que 2 marcianos no zoolégico.
G4 Toda girafa no zoolégico é marciana.

Agora considere cada uma das seguintes colecbes de sentencas.
Quais sao conjuntamente possiveis? Quais sdo conjuntamente impos-
siveis?

1. Sentencas G2, G3 e G4
2. Sentencas G1, G3 e G4
3. Sentencas G1, G2 e G4
4. Sentencas G1, G2 e G3

F. Considere as seguintes sentencas.
M1 Todas as pessoas sdo mortais.
M2 Socrates € uma pessoa.

M3 Socrates nunca morrera.
My Socrates é mortal.

Quais combina¢des de sentengas sdo conjuntamente possiveis? Mar-
que cada combinacdo como “possivel” ou “impossivel”.

Sentencas M1, M2 e M3
Sentencas M2, M3 e M4
Sentencas M2 e M3
Sentencas M1 e My
Sentencas M1, M2, M3 e M4

U2 b

G. Quais dos seguintes sao possiveis? Se for possivel, dé um exemplo.
Se nao for possivel, explique.
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10.

. Um argumento valido que tem uma premissa falsa e uma outra

premissa verdadeira

. Um argumento valido que tem uma conclusao falsa
. Um argumento valido cuja conclusdo é uma falsidade necessaria.
. Um argumento invalido cuja conclusdo é uma verdade necessa-

ria.

. Uma verdade necessaria que é contigente
. Duas sentencas necessariamente equivalentes, sendo ambas ver-

dades necessarias

. Duas sentencgas necessariamente equivalentes, sendo uma delas

uma verdade necessaria e a outra, contingente.

. Duas sentencas necessariamente equivalentes que juntas sdo con-

juntamente impossiveis

. Uma colecdo conjuntamente possivel de sentencas que contém

uma falsidade necessaria
Um cole¢do conjuntamente impossivel de sentengas que contém
uma verdade necessaria

H. Quais dos seguintes sdo possiveis? Se for possivel, dé um exemplo.
Se nao for possivel, explique.

S

. Um argumento valido, cujas premissas sdo todas verdades neces-

sarias e cuja conclusdo é contingente

Um argumento valido com premissas verdadeiras e conclusdo
falsa

Uma colegao conjuntamente possivel de sentencas que contém
duas sentencas que ndo sio necessariamente equivalentes

Uma cole¢ao conjuntamente possivel de sentencas em que todas
elas sao contingentes

Uma verdade necessaria falsa

Um argumento valido com premissas falsas

Um par necessariamente equivalente de sentencas que nao sao
conjuntamente possiveis

Uma verdade necessaria que é também uma falsidade necessaria
Uma cole¢do conjuntamente possivel de sentengas que sao todas
falsidades necessarias
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verofuncional



CAPITULO 4

Primeiros
passos para
simbolizacdao

4.1 Validade em virtude da forma

Considere este argumento:

Esta chovendo la fora
Se estiver chovendo 14 fora, entdo Jenny ficara infeliz
.". Jenny esta infeliz.

€ um outro argumento:

Jenny é anarco-sindicalista
Se Jenny é anarco-sindicalista, entdo Dipan é um avido leitor de

Tolstoy
.". Dipan é um avido leitor de Tolstoy

Ambos argumentos sdo validos e hd um sentido simples e direto no
qual podemos dizer que eles compartilham um estrutura comum. Po-
deriamos expressar a estrutura do seguinte modo:

A
Se A, entao C
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. C

Isto parece ser uma excelente estrutura de argumento. De fato, certa-
mente qualquer argumento com esta estrutura sera valido e esta nao é
a Unica estrutura boa de argumento. Considere um argumento como:

Jenny esta feliz ou esta triste
Jenny nio esta feliz
.". Jenny esta triste

Novamente, isto é um argumento valido. A estrutura aqui € algo como:

AouB
nao-4
. B

Uma espléndida estrutura! Aqui esta outro exemplo:

Nio € o caso que Jim estudou bastante e atuou em muitas pecas
[de teatro]
Jim estudou bastante

.". Jim nao atuou em muitas pecas [de teatro]

Este argumento valido tem uma estrutura que poderiamos representar
assim:

nao-(4 e B)
A

. nao-B

Estes exemplos ilustram uma ideia importante, que poderiamos des-
crever como validade em virtude da forma. A validade dos argumentos
supracitados nio tem nada a ver com os significados das expressdes
em Portugués como ‘Jenny esta infeliz’, ‘Dipan é um avido leitor de
Tolstoy’ ou Jim atuou em muitas pecas [de teatro]’. Se, de fato, ela
tem a ver com significados, tem a ver com os significados de expressoes
como ‘e’, ‘ou’, e ‘se..., entdo...’.

Nas Partes II-IV, iremos desemvolver uma linguagem formal que
nos permite simbolizar muitos argumentos, de forma tal forma que
[é possivel] mostrar que eles sdo validos em virtude da forma. Esta

linguagem sera a ldgica verofuncional ou LVF.
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4.2 Validade por razdes especiais

Ha inumeros argumentos que sdo validos, mas ndo por razdes relaci-
onadas a forma deles. Considere um exemplo:

Juanita é uma alia"
.". Juanita é um elefante

E impossivel que a premissa seja verdadeira e a conclusdo seja falsa.
Portanto, o argumento é valido. Nao obstante, a validade nao esta
relacionada com a forma do argumento. Aqui estd um argumento
invalido que tem a mesma forma:

Juanita é uma alia
.". Juanita é uma catedral

Isto poderia sugerir que a validade do primeiro argumento ¢ funda-
mentada [keyed] no significado das palavras ‘alid’ e ‘elefante’. Mas, se
isto é correto ou ndo, niao é simplesmente a estrutura do argumento
que o torna véalido. Da mesma forma, considere o argumento:

A escultura é completamente verde.
.. A escultura nao é completamente vermelha.

Novamente, parece impossivel que a premissa seja verdadeira e a con-
clusao seja falsa, pois nada pode ser completamente verde e ser com-
pletamente vermelha. Assim, o argumento é valido, mas aqui esta um
argumento invalido que tem a mesma forma:

A escultura é completamente verde.
.". A escultura ndo é complemente brilhante

O argumento é invalido, uma vez que é possivel ser completamente
verde e ser completamente brilhante (poderiamos pintad-la com um
elegante verniz verde brilhante). E plausivel que a validade do pri-
meiro argumento seja fundamentada na maneira na qual as cores (ou
palavras para cores) interagem, mas, se isto é correto ou nao, nio é
simplesmente a estrutura do argumento que o torna valido.

INT: Aqui foi necessario modificar um pouco o exemplo do texto original, que
usa as palavras ‘fox’ e ‘vixen’. ‘Vixen’ significa raposa fémea, enquanto ‘fox’ significa
raposa, sem a distincao de género.
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A moral importante pode ser afirmada como se segue. Na melhor
das hipéteses, LVF ajuda-nos a entender argumentos que sio vdlidos devido a
forma deles.

4.3 Sentencas atdomicas

Comecamos isolando a forma de um argumento em §4.1, substituindo
subsenten¢as de sentencas por letras individuais. Desse modo, no pri-
meiro exemplo desta secao, ‘esta chovendo la fora’ é uma subsentenca
de ‘se estiver chovendo 14 fora, entdo Jenny estara infeliz’ e substitui-
mos esta subsentenca por ‘4’.

Nossa linguagem artificial, LVF, persegue esta ideia de forma com-
pletamente implacavel. Comegamos com algumas letras sentenciais. Es-
tas serdo os blocos de construcdo basicos a partir dos quais sentencas
mais complexas sdo construidas. Usaremos as letras maitisculas como
letras sentenciais de LVF. Ha apenas 26 letras no alfabeto®, mas nao
ha limite do nimero de letras sentenciais que gostariamos de conside-
rar. Adicionando subscrito as letras, obtemos novas letras sentenciais.
Assim, aqui estdo exemplos de cinco diferentes letras sentenciais de

LVF:

A,P, Py, Py, Ag3y

Usaremos letras sentenciais para representar ou simbolizar certas sen-
tencas do Portugués. Para fazer isso, providenciamos uma CHAVE DE
SIMBOLIZACAO, tal como as seguintes:

A: Esta chovendo la fora
C: Jenny esta infeliz

Fazendo isso, ndo estamos fixando esta simbolizacao de uma vez por
toda. Estamos apenas dizendo que, desta vez, pensaremos na letra sen-
tencial ‘4> de LVF como simbolizando a sentenca do Portugués ‘Esta
chovendo la fora’ e a letra sentencial de LVF ‘C’ como simbolizando
a sentenca do Portugués ‘Jenny estd infeliz’. Posteriormente, quando
lidarmos com sentencas diferentes ou argumentos diferentes, podere-
mos providenciar uma nova chave de simbolizacdo, que poderia ser
assim:

2NT: consideramos aqui as letras ‘K’, Y’ e ‘W’
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A: Jenny é anarco-sindicalista
C: Dipan é um avido leitor de Tolstoy

E importante entender que seja qual for a estrutura que uma sentenca
do Portugués possa ter, essa estrutura é perdida quando ela [sentenca
do Portugués] é simbolizada por uma letra sentencial de LVF. Do ponto
de vista de LVF, uma letra sentencial é apenas uma letra. Ela pode ser
usada para construir sentencas mais complexas, mas ela nao pode ser
desmembrada [decompostal.



CAPITULO 5

Conectivos

No capitulo anterior, consideramos a simbolizacao de sentencgas bas-
tante basicas do Portugués por letras sentenciais de LVF. E desejavel
lidar também com as seguintes expressdes do Portugués ‘e’, ‘ou’,'nao’
e assim por diante. Estas expressdes sdo os conectivos — eles podem
ser usados para formar novas sentencas a partir das antigas. Em LVF,
usaremos os conectivos logicos para construir sentencas complexas
a partir dos componentes atémicos. Ha cinco conectivos l6gicos em
LVFT. A tabela abaixo resume-os e eles serao explicados por todo este
capitulo.

simbolo como é chamado significado aproximado

- negacao ‘nao € o caso que...’

A conjungao ‘e’

% disjuncao ‘um. .. ou outro ... (ou ambos) ’
— condicional ‘se ... entdo ...

o bicondicional ‘... se e somente se ...’

Estes ndo sdo os tinicos conectivos que se tem interesse no Portu-
gués. Outros sdo, por exemplo, ‘a menos que’ [‘unless’: a nao ser que,
salvo se], ‘nem [um] nem [outro]’ [neither...nor...] e ‘porque’. Veremos
que os dois primeiros podem ser expressos pelos conectivos que sdo
aqui discutidos, enquanto o ultimo nao pode. ‘Porque’, em contraste
com os outros, nao € verofuncional.

5.1 Negacao

Considere como poderiamos simbolizar estas sentencas:
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1. Mary esta em Barcelona.
2. Nao € o caso que Mary esteja em Barcelona.
3. Mary nao esta em Barcelona

A fim de simbolizar a sentenca 1, necessitaremos de uma letra senten-
cial. Poderiamos oferecer esta chave de simbolizac¢do:

B: Mary esta em Barcelona.

Uma vez que a sentenca 2 estd obviamente relacionada a sentenca 1,
nao desejaremos simboliza-la com uma letra sentencial completamente
diferente. De certo modo, a sentenca 2 significa algo como ‘nédo é o
caso que B’. A fim de simbolizar isto, precisamos de um simbolo para
negacao. Usaremos ‘—’. Agora podemos simbolizar a sentenca 2 como
‘=B,

A sentenca 3 também contém a palavra ‘ndo’ e ela é obviamente
equivalente a sentenca 2. Dessa forma, podemos simboliza-la também
como ‘—B’.

Uma sentenca pode ser simbolizada como —d, se ela pode ser
parafraseada no Portugués como ‘ndo é o caso que...’.

Ofereceremos alguns exemplos para ajudar na compreensio:

4. O aparelho pode ser substituido.
5. O aparelho é insubstituivel.
6. O aparelho nao € insubstituivel.

Usaremos a seguinte chave de representacao:
R: O aparelho é substituivel

A sentenga 4 pode ser agora simbolizada por ‘R’. Consideremos a
sentenca ;: dizer que o aparelho é insubstituivel significa que nao é o
caso que o aparelho seja substituivel. Assim, embora a sentenca 5 nao
contenha a palavra ‘nao’, ela sera simbolizada como se segue: ‘- R’.

A sentenca 6 pode ser parafraseada como ‘ndo é o caso que o
aparelho seja insubstituivel’. Essa ultima pode ser novamente para-
fraseada como ‘ndo é o caso que nao seja o caso que o aparelho seja
substituivel’. Assim, poderiamos simbolizar este sentenca do Portu-
gués com a seguinte sentenca de LVF: ‘=—R’.
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Mas é necessario algum cuidado quando lidamos com negacbdes.
Considere os seguintes:

7. Jane esta feliz.
8. Jane esta infeliz

Se usarmos a sentenc¢a de LVF ‘H’ para simbolizar ‘Jane esta feliz’, en-
tao podemos simbolizar a sentenca 7 como ‘H’. Entretanto, seria um
erro simbolizar a sentenca 8 como ‘- H’. Se Jane esta infeliz, entao ela
nao esta feliz. Mas a sentenca 8 nao significa a mesma coisa que ‘ndo
€ o caso que Jane esteja feliz’. Jane poderia estar nem feliz nem infeliz.
Ela poderia estar em um estado de pura indiferenca. Para simbolizar
a sentenca 8, precisariamos, entdo, de uma nova letra sentencial de
LVF.

5.2 Conjuncao
Considere estas sentencas:

9. Adam ¢ atlético.
10. Barbara ¢é atlética.
11. Adam é atlético e Barbara também € atlética.

Precisaremos separar letras sentenciais de LVF para simbolizar as se-
tencas g e 10; talvez

A: Adam é atlético.
B: Barbara é atlética.

A sentenca ¢ pode ser simbolizada como ‘4’ e a sentenca 10 pode ser
simbolizada como ‘B’. A sentenca 11 afirma aproximadamente ‘A e
B’. Precisamos de um outro simbolo para lidar com ‘e’. Usaremos ‘A’.
Desse modo, essa ultima sentenca serd simbolizada como ‘(4 A B)’.
Este conectivo é chamado cONJUNCAO. Também dizemos que ‘4’ e
‘B’ sao os dois CONJUNCTOS da conjuncdo ‘(4 A B)’.

Note que ndo tentamos simbolizar a palavra ambém’ na sentenca
11. Palavras como ‘ambos’ e ‘também’ funcionam para chamar a aten-
cdo ao dato de que duas coisas estdo sendo combinadas. Talvez elas
afetem a énfase de uma sentenca, mas nao queremos (nem podemos)
simbolizar tais coisas em LVF.

Mais alguns exemplos para realgar este ponto:
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12. Barbara € atlética e enérgica.

13. Barbara e Adam sao ambos atléticos.

14. Embora Barbara seja enérgica, ela nao ¢ atlética.

15. Adam é atlético, mas Barbara é mais atlética que ele.

A sentenca 12 é obviamente uma conjuncio. A sentenca diz duas coi-
sas (sobre Barbara). Em Portugués, é permitido se referir a Barbara
apenas uma vez. Poderia ser tentador pensar que precisamos simbo-
lizar a sentenca 12 com algo parecido com ‘B e enérgica’. Isto seria
um erro. Uma vez que simbolizamos parte de uma sentenca como ‘B’,
qualquer outra estrutura é perdida, porque ‘B’ é uma letra sentencial
de LVF. Inversamente, ‘enérgica’ nao é uma sentenca do Portugués. O
que estamos buscando € algo como ‘B e Barbara é enérgica’. Assim,
precisamos adicionar uma outra sentenca a chave de simbolizagao.
Permita que ‘E’ simbolize ‘Barbara é enérgica’. Agora, a sentenca
inteira pode ser simbolizada como ‘(B A E)’.

A sentenca 13 diz uma coisa sobre dois sujeitos diferentes. Ela diz
tanto de Barbara como de Adam que eles sdao atléticos, embora no
Portugués usamos a palavra ‘atléticos’ somente uma vez. A sentenca
pode ser parafraseada como ‘Barbara é atlética e Adam é atlético’.
Podemos simbolizar isto em LVF como ‘(B A A)’, usando a mesma
chave de simboliza¢do que estamos usando [acima].

A sentenca 14 é um pouco mais complicada. A expressio “em-
bora” [although] estabelece um contraste entre a primeira e a segunda
parte da sentenca. Nao obstante, a sentenca nos diz que Barbara é
enérgica e, ao mesmo tempo, ela ndo é atlética. Para fazermos de
cada um dos conjunctos uma letra sentencial, precisamos substituir
‘ela’ por ‘Barbara’. Portanto, podemos parafrasear a sentenga 14 por
‘Barbara é enérgica ¢ Barbara nao € atlética’. O segundo conjuncto
contém uma negacao, desse modo a parafrasearemos por: ‘Barbara
€ energética ¢ ndo ¢ o caso que Barbara seja atlética’. Podemos agora
traduzir isto com a seguinte sentenca de LVF: ‘(EA-B)’. Note que per-
demos todos os tipos de nuances nesta simboliza¢ao. Ha uma distinta
diferenca na tonalidade entre a sentenca 14 e ‘Barbara é energética e
ndo ¢ o caso que Barbara seja atlética’. LVF nao preserva (e nao pode
preservar) estas nuances.

A sentenca 15 levanta questdes similares. Ha uma estrutura con-
trastante, mas isto ndo é algo com o qual LVF pode lidar. Assim,
podemos parafrasear a sentenca por ‘Adam ¢é atlético ¢ Barbara é
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mais atlética que Adam’ (perceba que substituimos o pronome ‘ele’
por ‘Adam’). Como deveriamos lidar com este segundo conjuncto?
Ja temos a letra sentencial ‘4’, que esta sendo usada para simbolizar
‘Adam ¢ atlético’, e temos a letra sentencial ‘B’, que esta usada para
simbolizar ‘Barbara é atlética’; mas nenhuma destas sentencas refere-
se a qualidade relativa de ser atlético que possa ocorrer entre eles.
Desse modo, para simbolizar a sentenca inteira, precisamos de uma
nova letra sentencial. Permita que a letra sentencial ‘R’ simbolize a
sentenca do portugués ‘Barbara é mais atlética que Adam’. Podemos
agora simbolizar a sentenca 15 por ‘(4 A R)’.

Uma sentenca pode ser simbolizada por (o A &), se ela pode

ser parafraseada no Portugués por ‘tanto...como ...’ ou por
‘..., mas...’ ou por ‘embora ..., ...".

Vocé pode estar se perguntando por que colocamos parénteses nas
conjuncdes. A razao disto é revelada quando levamos em conta como
a negac¢ao pode interagir com a conjung¢io. Considere:

16. Nao € o caso que vocé tera tanto sopa como salada.
17. Vocé ndo tera sopa, mas tera salada.

A sentenca 16 pode ser parafraseada por ‘ndo é o caso que: tanto vocé
tera sopa como vocé tera salada’. Usanso esta chave de simbolizacao:

$1: Vocé tera sopa.
S9: Voce tera salada.

Simbolizariamos anto vocé tera sopa como vocé terd salada’ por ‘(S1 A
S7)’. Para simbolizar a sentenca 16, entdo, vocé nega simplesmente a
sentenca inteira. Assim: ‘=(81 A S9)’.

A sentenca 17 é uma conjun¢do: vocé ndo lerd sopa e vocé terd
salada. ‘Vocé ndo terd sopa’ é simbolizada por ‘—~S$;’. Assim, para
simbolizar a sentenca 17, oferecemos ‘(—.51 A Sp)’.

Estas sentencas do Portugués sio muito diferentes e, de acordo
com isso, suas simboliza¢Ges diferem. Em uma delas, a conjuncao
inteira é negada. Na outra, apenas um dos conjunctos é negado. Os
parénteses ajudam-nos a monitorar coisas como o escopo da negacao.
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5.3 Disjuncao
Considere estas sentencas:

18. Ou Fatima jogara videogame ou ela vera filmes.
19. Ou Fatima ou Omar jogarao videogames.

Para estas sentencas, podemos usar esta chave de simbolizagao:

F: Fatima jogara videogames.
0: Omar jogara videogames.
M: Fatima vera filmes.

Entretanto, precisaremos introduzir novamente um novo simbolo. A
sentenca 18 é simbolizada por ‘(¥ vV M)’. O conectivo é chamado
DISJUNCAO. Também dizemos que ‘F’ e ‘M’ sdo os DISJUNTOS da dis-
juncao ‘(F Vv M),

A sentenca 19 é um pouco mais complicada. Ha dois sujeitos, mas,
na sentenca do Portugués, o verbo ocorre somente uma vez. Todavia,
podemos parafrasear a sentenca 1g por ‘Ou Fatima jogara videogames
ou Omar jogara videogames’. Obviamente, podemos agora simboliza-
la novamente por ‘(¥ Vv 0)’.

Uma sentenca pode ser simbolizada por (o V &), se ela pode
ser parafraseada no Portugués por ‘Ou...ou...’. Cada um dos
disjuntos deve ser uma sentenca.

As vezes, no Portugués, a palavra ‘ou’ é usada no sentido de excluir
a possibilidade de ambos disjuntos serem verdadeiros. Isto é chamado
ou ExcLusivO. Certamente, usa-se o ou exclusivo quando se 1&¢ no menu
de um restaurante ‘Entradas sio acompanhadas por sopa ou salada’:
vocé tera sopa; vocé tera salada; mas, se vocé quiser tanto sopa como
salada, entdo vocé terd de pagar a mais.

As vezes, a palavra ‘ou’ permite a possibilidade que ambos os dis-
juntos possam ser verdadeiros. Isto é provavelmente o caso com a
sentenca 19 acima. Fatima poderia jogar videogame sozinha, Omar
poderia jogar videogame sozinho ou les poderiam ambos jogar vide-
ogames. A sentenca 1 diz meramente que pelo menos um deles joga
videogame. Isto é chamado ou iNcLUsivO. O simbolo de LVF Vv’
sempre simboliza o ou inclusivo.
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Poderia ser til ver a intercao da nega¢do com a conjun¢ao. Con-
sidere:

20. Ou vocé nao tera sopa ou vocé nao tera salada.
21. Vocé tera nem sopa nem salada.
22. Vocé tera sopa ou salada, mas niao ambos.

Usando a mesma chave de simbolizacdo como antes, a sentenca
20 pode ser parafraseada desta forma: ‘Ou ndo ¢ o caso que vocé tera
sopa ou ndo ¢ o caso que que vocé tera salada’. Para simbolizar isto em
LVF, precisamos tanto da disjuncdo como da negac¢ao. ‘Nao é o caso
que vocé tera sopa’ é simbolizada por ‘=87’. ‘Nao é o caso que vocé
tera salada’ é simbolizada por ‘=Sy’. Assim, a propria sentenca 20 é
simbolizada por ‘(=871 V =82)’.

A sentenca 21 também exige a negacdo. Ela pode ser parafraseada
por ‘Ndo ¢ o caso que ou vocé terd sopa ou vocé terd salada’. Uma
vez que isto nega a disjuncao inteira, simbolizamos a sentenca 21 por
‘—(81V 8y).

A sentenca 22 € um ou exclusivo. Podemos separa-la em duas partes.
A primeira parte diz que vocé tera um ou outro. Simbolizamos isto por
‘(81 Vv 82)’. A segunda parte diz que vocé nado tera ambos. Podemos
parafrasear isto por: ‘ndo é o caso que vocé terd sopa e que vocé tera
salada’. Usando tanto negacdo como conjun¢ao, simbolizamos por
‘(81 A S2)’. Agora precisamos apenas juntar as duas partes. Como
vimos acima, ‘mas’ pode ser geralmente simbolizado por ‘A’. Desse
modo, a sentenca 22 pode ser simbolizada por ‘((51V82) A= (S1AS2)) .

Este ultimo exemplo mostra algo importante. Embora o simbolo
de LVF ‘v’ simbolize sempre ou exclusivo, podemos simbolizar ou exclu-
sivo em LVF. Temos de usar apenas algum de nossos outros simbolos
também.

5.4 Condicional

Considere estas sentencas:

23. Se Jean esta em Paris, entdo Jean esta na Franca.
24. Jean esta na Franca somente se Jean estd em Paris.

Usaremos a seguinte chave de simbolizacao:



CAPITULO 5. CONECTIVOS 37

P: Jean esta em Paris.
F: Jean esta na Franca.

Grosso modo, a sentenca 23 tem esta forma: ‘se P, entdo F’. Usaremos
o simbolo ‘=’ para simbolizar esta estrutura ’se..., entdo...’. Assim,
simbolizamos a sentenca 23 por ‘(P — F)’. O conectivo é chamado O
CONDICIONAL. Aqui, ‘P’ é chamado o ANTECEDENTE do condicional
‘(P — F) e ‘F’ é chamado o CONSEQUENTE.

A sentenca 24 é também um condicional. Uma vez que a pala-
vra ‘se’ aparece na segunda metade da sentenca, poderia ser tentador
simbolizar isto da mesma forma que a sentenca 23. Isto seria um erro.
Seu conhecimento de geografia te diz que a sentenca 23 é, sem duvida
nenhuma, verdadeira: ndo ha maneira na qual Jean esteja em Paris que
nao envolva que Jean esteja na Franca. Mas, a sentenca 24 nao tao sim-
ples e direta: se Jean estivesse em Dieppe, Lyons ou Toulouse, Jean
estaria na Franca sem estar em Paris, tornando, portanto, a sentenga
24 falsa. Uma vez que apenas a geografia dita a verdade da sentenca
23, enquanto planos de viagem sdo necessarios para saber a verdade
da sentenca 24, elas devem significar coisas diferentes.

De fato, a sentenca 24 pode ser parafraseada por ‘se Jean esta na
Franca, entdo Jean estd em Paris’. Assim, podemos simboliza-la por
“(F — P).

Uma sentenca pode ser simbolizada por # — 9, se ela pode ser
parafraseada no Portugués como ‘Se A, entdo B’ ou ‘A somente
se B’.

De fato, muitas expressdoes do Portugués podem ser representadas,
usando-se o condicional. Considere:

25. Para Jean estar em Paris, é necessario que Jean esteja na Franca.

26. E uma condigdo necessaria para Jean estar em Paris que ela
esteja na Franca.

27. Para Jean estar na Franca, é suficiente que Jean esteja em Paris.

28. E uma condigdo suficiente para Jean estar na Franga que ela
esteja em Paris.

Se pensarmos profundamente sobre isso, todas as quatro sentencas
significam o mesmo que ‘Se Jean estd em Paris, entdo Jean estd na
Franca’. Assim, elas podem ser todas simbolizadas por ‘P — F’.
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E importante ter em mente [to bear in mind] que o conectivo ‘—’
apenas nos diz que se o antecedente é verdadeiro, entdo o consequente
é verdadeiro. Ele nada diz sobre uma conexao causal entre os dois
eventos (por exemplo). De fato, perdemos muita coisa quando usamos
‘=’ simbolizar condicionais do Portugués. Retornaremos a isto em

§89.3 e em 11.5.

5.5 Bicondicionais
Considere estas sentencas:

29. Laika é um cdo somente se é um mamifero.
30. Laika é um cdo se ela é um mamifero.
31. Laika € um cio se e somente se ela é um mamifero.

Usaremos a seguinte chave de simbolizagao:

D: Laika é um cao
M: Laika é um mamifero.

A sentenca 29, por razdes discutidas acima, pode ser simbolizada por
‘D— M.

A sentenca 30 é, de uma maneira importante, diferente. Ela pode
ser parafraseada por ‘se Laika é um mamifero, entao Laika é um cao’.
Desse modo, ela pode ser simbolizada por ‘M — D’.

A sentenca 31 diz algo mais forte que 29 ou 30. Ela pode ser
parafraseada por ‘Laika € um cao se Laika é um mamifero e Laika € um
cao somente se Laika é um mamifero’. Isto é exatamente a conjuncao
das sentencas 29 e 30. Desse modo, podemos simboliza-la por ‘(D —
M) A (M — D)’. Chamamos isto BICONDICIONAL, porque impde o
condicional em ambas direcdes.

Poderiamos tratar qualquer bicondicional desta forma. Assim, da
mesma forma que ndo precisamos de um novo simbolo de LVF para
lidar com ou exclusivo, nao precisamos, de fato, de um novo simbolo
de LVF para lidar com biconsicionais. Entretanto, porque o bicon-
dicional ocorre muito frequentemente, usameros o simbolo ‘<’ para
ele. Podemos, entdo, simbolizar a sentenca 31 por meio da seguinte
sentenca de LVF: ‘D « M.

A expressdo ‘se e somente se’ ocorre muito, especialmente na filo-
sofia, matematica e l6gica. Para encurtar as coisas, podemos abrevia-la
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por meio da expressao mais simples ‘sse’. Seguiremos este artificio.
Assim, ‘se’ com um #nico ‘s’ € o condicional do Portugués. Mas ‘sse’
com dois ‘s’ é o bicondicional do Portugués. Equipados com isso, po-
demos dizer:

Uma sentenca pode ser simbolizada por o < % se ela pode
ser parafraseada no Portugués por ‘A sse B’; ou seja, ‘A se e
somente se B’.

Uma palavra de cautela. Falantes habituais do Portugués frequen-
temente usam ‘se..., entdo...’ quando, na verdade, eles querem usar
algo mais parecido com ‘... se e somente se ... . Talvez seus pais tenha
lhe dito o seguinte quando vocé era uma crianga: ‘se vocé nao comer
as verduras, entdao vocé nao tera sobremesa’. Suponha que vocé tenha
comido as verdauras, mas que seus pais recusam a lhe dar qualquer
sobremesa, porque eles estavam apenas comprometidos com o condici-
onal (grosso modo, ‘se vocé tiver sobremesa, entao vocé tera comido
as verduras’), em vez do bicondicional (grosso modo, ‘vocé tera so-
bremesa sse comer as verduras’). Ora, é certo que uma malcriagao
ocorreria consequentemente. Dessa forma, esteja consciente disto ao
interpretar as pessoas; mas, em seus proprios escritos, certifique-se de
que vocé usara o bicondicional sse vocé quer dizer o bicondicional [but
in your own writing, make sure you use the biconditional iff you mean to.].

5.6 A menos que

Ja introduzimos todos os conectivos de LVF. Podemos usa-los juntos
para simbolizar muitos tipos de sentencas. Um caso especialmente
dificil é quando usamos o conectivo da lingua portuguesa ‘embora’:

32. A menos que vocé use uma jacket, vocé ficara resfriado.
33. Vocé ficara resfriado, a menos que vocé use jaqueta.

Estas duas sentencas sdo obviamente equivalentes. Para simboliza-las,
usaremos a seguinte chave de simbolizac¢ao:

J: Voceé usara jaqueta.
D: Vocé ficara resfriado.
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Ambas sentencas significam que se vocé ndo usar a jaqueta, entdo
vocé ficara resfriado. Com isto em mente, poderiamos simboliza-las
por ‘=] — D’.

Da mesma forma, ambas sentencas significam que se vocé nao ficar
resfriado, entdo vocé deve ter usado uma jaqueta. Com isto em mente,
poderiamos simboliza-las por ‘=D — J’.

Da mesma forma, ambas sentencas significam que ou vocé usara
jaqueta ou ficard resfriado. Com isto em mente, poderiamos simboliza-
las por ‘J v D’.

Todas as trés [formas] sdo simbolizac¢des corretas. De fato, no capi-
tulo 11, veremos que todas as trés simboliza¢des sdo equivalentes em

LVF.

Se uma sentenga pode ser parafraseada por A menos que A,
B’, entdo ela pode ser simbolizada por ‘o v %’.

Mas, novemente, ha uma pequena complicacdo. ‘A menos que’
pode ser simbolizada como um condicional; contudo, como dissemos
acima, pessoas frequentemente usam o condicional (por sua conta)
quando elas querem usar o bicondicional. Da mesma forma, ‘a me-
nos que’ pode ser simbolizado como uma disjuncdo; entretanto, ha
dois tipos de disjuncdo (exclusiva e inclusiva). Desse modo, ndo sera
surpreendente que vocé descubra que falantes comuns do Portugués
usem ‘a menos que’ como significando algo mais parecido com bicon-
dicional ou com a disjung¢ao exclusiva. Suponha que alguém diga: ‘irei
correr a menos que chova’. Provavelmente, ele que dizer algo como
‘Irei correr sse ndo chover’ (ou seja, o bicondicional) ou, entdo, ‘irei
correr ou chovera, mas nao ambos’ (ou seja, a disjuncao exclusiva).
Novamente: esteja ciente disto ao interpretar o que as pessoas dizem,
mas seja preciso em seus escritos.

Exercicios Praticos

A. Usando a chave de simbolizacdo dada, simbolize cada uma das
sentencas do Portugués em LVF:

M: Estas criaturas sio homens de terno.
C: Estas criaturas sdo chimpanzés.
G: Estas criaturas sdo gorilas.
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ALl S

Estas criaturas ndo sao homens de terno.

Estas criaturas sao homens de ternos ou elas nao sao.

Estas criaturas sao gorilas ou chimpazés.

Estas criaturas sao nem gorilas nem chimpazés.

Se estas criaturas sao chimpanzés, entdo elas nao sao nem gori-
las nem homens de terno.

A menos que estas criaturas sejam homens de terno, elas sdo ou
chimpazés ou ela sao gorilas.

B. Usando a chave de simbolizacao dada, simbolize cada uma das
sentencas do Portugués em LVF:

AL I R e

10.

11.

12

Senhor Ace foi assassinado.

O mordomo fez isso

O cozinheiro fez isso.

A duquesa esta mentindo.

Senhor Edge foi assassinado.

A arma do crime foi uma frigideira.

TR EA

O senhor Ace ou Senhor Edge foi assassinado.

Se Senhor Ace foi assassinado, entdo o cozinheiro fez isso.

Se senhor Edge foi assassinado, entdo o cozinheiro fez isso.

Ou o mordomo faez isso ou a duqueza esta mentindo.

O cozinheiro fez isso somente se a duquesa estiver mentindo.
Se a arma do crime foi uma frigideira, entdo o culpado deve ter
sido o cozinheiro.

Se a arma do crime nao foi uma frigideira, entao o culpado seria
ou o cozinheiro ou o mordomo.

Senhor Ace foi assassinado se e somente se senhor Edge nao foi
assassinado.

A duquesa esta mentindo, a menos que senhor Edge tenha sido
assassinado.

Se senhor Ace foi assassinado, entao foi usada a frigideira como
arma do crime.

Uma vez que o cozinheiro fez isso, 0 mordomo nao o fez.

E claro que a duquesa estd mentindo!

C. Usando a chave de simbolizacdo dada, simbolize cada uma das
sentencas do Portugués em LVF:
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E7: Ava é eletricista.

Ey: Harrison é eletricista.

Fi: Ava é bombeira

Fy: Harrison é bombeiro

S1: Ava esta satisfeita com a carreira dela.

S9: Harrison esta satisfeito com a carreira dele.

. Ava e Harrison sio ambos eletricistas.

. Se Ava é bombeira, entdo ela esta satisfeita com a carreira dela.

Ava é bombeira, a menos que ela seja eletricista.

. Harrison é um eletricista insatisfeito.

Nem Ava nem Harrison sao eletricistas.

. Tanto Ava como Harrison sido eletricistas, mas nenhum deles
esta satisfeito.

. Harrison esta satisfeito somente se ele é bombeiro.

. Se Ava nio é eletricista, entdo nem Harrison ¢é, mas se ela for,

entio ele também é.

N N S

(el |

9. Ava esta satisfeita com a carreira dela se e somente se Harrison

nio esta satisfeito com a dele.

10. Se Harrison é tanto eletricista como bombeiro, entdo ele deve
estar satisfeito com o trabalho dele.

11. Nao pode ser [0 caso] que Harrison é tanto eletricista como bom-
beiro.

12. Harrison e Ava sdo ambos bombeiros se e somente se nenhum
deles é eletricista.

D. Usando a chave de simbolizacio dada, simbolize cada uma das
sentencas do Portugués em LVF:

J1: John Coltrane tocava saxofone tenor.
Jo: John Coltrane tocava saxofone soprano.
J3: John Coltrane tocava tuba.

My: Miles Davis tocava trompete.

My: Miles Davis tocava tuba.

1. John Coltrane tocava saxofones tenor e soprano.

2. Nem Miles Davis nem John Coltrane tocavam tuba.

3. John Coltrane nao tocava tanto saxofone tenor como tuba.

4. John Coltrane nao tocava saxofone tenor, a menos que também
tocasse saxofone soprano.
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5. John Coltrane nao tocava tuba, mas Miles Davis tocava.

6.
7.

Miles Davis tocava trompete somente se ele também tocava tuba.
Se Miles Davis tocava trompete, entdo John Coltrane tocava
pelo menos um destes instrumentos: saxofone tenor, saxofone
soprano ou tuba.

Se John Coltrane tocava tuba, entdo Miles Davis tocava nem
trompete nem tuba.

Miles Davis e John Coltrane tocavam ambos tuba se e somente
se Coltrane nao tocava saxofone tenor e Miles Davis nao tocava
trompete.

E. Dé uma chave de simbolizacdo e simbolize as seguintes sentencas
do Portugués em LVT:

1.
. Se Alice ou Bob sao espides, entdao o codigo foi quebrado.

5.

6.

Alice e Bob sao ambos espides.

Se nem Alice nem Bob sdo espides, entdo o codigo nao foi que-
brado.

A embaixada da Alemanha estd em polvorosa, a menos que al-
guém tenha quebrado o cédigo.

Ou o caédigo foi quebrado ou nao foi, mas, independentemente,
a embaixada da Alemanha estara em polvorosa.

Ou Alice ou Bob sao espides, mas nao ambos.

F. Dé uma chave de simbolizacdo e simbolize as seguintes sentencas
do Portugués em LVF:

1.

4.

5.

Se ha comida para ser encontrada em Pridelands, entdo Rafiki
falara sobre bananas amassadas.

. Rafiki falara sobre bananas amassadas, a menos que Simba es-

teja vivo.

Rafiki will either talk about squashed bananas or he won’t, but
there is food to be found in the pridelands regardless.

Scar permanecera como rei se e somente se ha comida para ser
encontrada em Pridelands.

Se Simba estiver vivo, entdo Scar ndo permanecera como rei.

G. Para cada argumento, escreva uma chave de simbolizac¢do e simbo-
lize todas as sentencas do argumento em LVT:
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1. Se Dorothy toca piano de manha, entdo Roger acorda irritado.
Dorothy toca piano de manha, a menos que ela esteja distraida.
Assim, se Roger nao acorda irritado, entdo Dorothy deve estar
distraida.

2. Chovera ou nevara na terca. Se chover, Neville ficara triste. Se
nevar, Neville ficara com frio. Portanto, Neville ou estara triste
ou ficara com frio na terca.

3. Se Zoog lembrasse de fazer as tarefas dele, entdo as coisas esta-
riam limpas, mas nido arrumadas. Se ele esqueceu-se, entdo as
coisas estariam arrumadas, mas nao limpas. Portanto, as coisas
estao arrumadas ou limpas, mas nado ambos.

H. Para cada argumento, escreva uma chave de simboliza¢do e sim-
bolize o argumento da melhor maneira possivel em LVF. A parte da
passagem em italico tem o objetivo de fornecer o contexto para o ar-
gumento e nao precisa ser simbolizado.

1. Chovera em breve. Sei disso, porque minhas pernas estdo do-
endo e minhas pernas doem, se ira chover.

2. O Homem-Aranha tenta descobrir o plano do bandido Se Doutor Oc-
topus obter uranio, ele chantageara a cidade. Eu estou certo
disto, porque se Doutor Octopus obter o uranio, ele pode fazer
uma bomba suja e se ele fizer uma bomba suja, ele chantageara
a cidade.

3. Um ocidental tenta prever as politicas do governo chinés Se o governo
chinés ndo conseguir resolver a escassez de agua em Pequim, o
governo chinés terd de mudar a capital. O governo chinés nao
deseja mudar a capital. Portanto, o governo chinés deve resolver
a escassez de agua. Mas a unica maneira de resolver a escassez
de agua é desviar quase toda agua do rio Yangzi para o norte.
Portanto, o governo chinés continuara o projeto de desviar a
agua do sul para o norte.

I. Simbolizamos ou exclusivo usando ‘V’, ‘A’ e ‘=’. Como vocé poderia
simbolizar ou exclusivo usando somente dois conectivos? Ha alguma
maneira de simbolizar ou exclusivo usando apenas um conectivo?



Sentencas de
LVF

A sentenca ‘ou magcas sao vermelha ou os mirtilos sdo azuis’ é uma
sentenca do Portugués e a sentenca ‘(4 V B)’ é uma sentenca de LVF.
Embora possamos identificar sentencas do Portugués quando as encon-
tramos, nao temos uma definicao formal de ‘sentenca do Portugués’.
Mas, neste capitulo, ofereceremos uma defini¢ao completa do que conta
como uma sentenca de LVF. Isto é um aspecto no qual a linguagem
formal como LVF é mais precisa que uma linguagem natural como

Portugués.

6.1 Expressoes

Vimos que ha trés tipos de simbolos em LVF:

Sentencas atomicas ABC,....Z
com subscrito, quando necessario Ay, By, Z1, 49,495, J375, - . .

Conectivos -,A,V,—, &>

Parénteses (,)

Definimos uma EXPRESSAO DE LVF como qualquer sequéncia de simbo-
los de LVF. Tome qualquer um dos simbolos de LVF e escreva-os em
qualquer ordem e vocé tem uma expressao de LVF.
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6.2 Sentencas

E claro, muitas expressoes de LVF serao totalmente sem sentido [gibbe-
rish]. Queremos saber quando uma expressao de LVF equivale a uma
sentenca.

Obviamente, letras sentenciais individuais como ‘4’ e ‘G13’ deve-
riam contar como sentencas (chama-las-emos também sentencas até-
micas). POdemos formaroutras sentencas a partir destas, usando os
varios conectivos. Usando negac¢do, podemos obter ‘-4’ e ‘=Gy3’.
Usando a conjunc¢ao, podemos obter ‘(4 A Gi13)’, ‘(G13 A A4)’, ‘(AN A)
e ‘(G13 A G13)’. Também poderiamos aplicar a negagao repetidamente
para obter sentencas como ‘-4’ ou aplicar a negacao junto com a
negacao para obter sentencas como ‘=(4 A Gi3)’ e ‘=(Gi3 A =G13)’.
As combinacgdes possiveis sdo infinitas, masmo partindo apenas com
duas letras sentenciais e ha infinitas (enumeravel) letras sentenciais.
Desse modo, ndo faz sentido tentar listar todas as senten¢as uma por
uma.

Em vez disso, descreveremos o processo por meio do qual as sen-
tencas podem ser construidas. Considere a negacao: dada qualquer
sentenca A de LVF, -4 é uma sentenca de LVF ( Por que fontes dife-
rentes? Retornaremos a isto em §7.3).

Podemos dizer coisas similares para todos os outros conectivos.
Por exemplo, se 9 e 9B sao sentengas de LVF, entdao (o A %B) é uma
sentenca de LVF. Fornecendo clausulas como esta para todos os conec-
tivos, chegamos a seguinte defini¢ao formal para SENTENCA DE LVF:

1. Toda letra sentencial é uma sentenca.

2. Se dl for uma sentenca, entdo -9l serd uma sentenca.

Se o e B forem sentencas, entdo (f AB) é uma sentenca.
Se o e B forem sentencas, entdo (o vV B) é uma sentenca.

If o e B forem sentencas, then (ff — %) é uma sentenca.

? @ o €

If of e B forem sentencas, then (o < 9%B) é uma sentenca.

7. Nenhuma outra coisa é sentenca.




CAPITULO 6. SENTENCAS DE LVF 47

Defini¢cdes como esta sio chamadas indutivas. Definicdes indutivas
comec¢am com alguns elementos basicos especificos e, entdo apresenta
formas de gerar indefinidamente muitos mais elementos, combinando
aqueles previamente estabelecidos.

Para melhor exemplificar a ideia do que seja uma defini¢ao indu-
tiva, podemos dar uma definicao indutiva da ideia de um ancestral meu.
Especificamos uma clausula base.

* Meus pais sdo meus ancestrais.
e, entdo, oferecemos outras clausulas como:

* Se X é meu ancestral, entdo os pais de X sdo meus ancestrais.
* Nenhuma outra coisa é meu ancestral.

Usando esta definicao, podemos facilmente verificar se alguém é meu
ancestral: basta checar se é pai ou mae dos pais...de um dos meus
pais. E o mesmo é verdadeiro para nossa definicdo indutiva de sen-
tenca de LVF. Assim como a defini¢ao indutiva permite construir sen-
tencas complexas a partir das mais simples, a definicio nos permite
decompor sentencas nas suas partes mais simples. Uma vez que che-
gamos as letras sentenciais, entdo sabemos que estamos certos.

Vamos considerar alguns exemplos.

Suponha que desejamos saber se ‘-—=—D’ é uma sentenc¢a ou nao
de LVF. Olhando para segunda clausula da definicdao, sabemos que
‘-—-D’ sera uma sentenca, se ‘-—D’ for uma sentenca. Assim, agora
precisamos perguntar se ‘-—D’ é uma sentenca ou ndo. Novamente
olhando para a segunda clausula da defini¢cao, ‘-—D’ serd uma sen-
tenga, s¢ ‘=D’ for uma sentenca. Desse modo, ‘=D’ serd uma sentenca,
se¢ ‘D’ for uma sentenga. Ora, ‘D’ é uma letra sentencial de LVF, assim
sabemos que ‘D’ é uma sentenca pela primeira clausula da defini¢ao.
Portanto, para uma senten¢a composta como ‘-—-D’, devemos aplicar
a definicao repetidamente. Finalmente, chegamos as letras sentenciais
a partir das quais a sentenca é construida.

Em seguida, considere o exemplo ‘=(P A =(=Q V R))’. Olhando
para segunda clausula da defini¢do, isto sera uma sentenca, se ‘(P A
=(=Q V R))’ for uma sentenca e isto serd uma sentenca, se fanto ‘P’
como ‘-(—Q V R)’ forem sentencas. Aquela é uma letra sentencial e
a ultima serd uma sentenca, se ‘(-Q V R)’ for uma sentenca. Ela é.
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Olhando para quarta clausula da defini¢ao, isto serd uma sentenca, se
tanto ‘-0’ como ‘R’ forem sentencas e ambas sao!

Enfim, qualquer sentenca é construida a partir das letras senten-
ciais. Quando estamos lidando com uma senten¢a diferente de uma
letra sentencial, podemos ver que deve existir algum conectivo senten-
cial que foi introduzido por #éltimo, ao construir a sentenca. Chama-
mos este conectivo 0 CONECTIVO PRINCIPAL da sentenca. No caso de
‘===D’, o conectivo légico principal é o primeiro sinal ‘=’. No caso
de ‘(P A =(=Q V R))’, o operador légico principal é ‘A’. No caso de
‘((~mEV F) = ==G)’, o operador logico principal é ‘—’.

Como uma regra geral, vocé pode encontrar o operador légico
principal de uma sentenca, usando o seguinte método:

* Se o primeiro simbolo na sentenca for ‘=’, entdo este é o opera-
dor légico principal.

* Caso contrario, comece a contar os parénteses. Para cada parén-
tese aberto, ou seja, ‘(’, adicione 1; para cada paréntese fechado,
ou seja, )’, subtraia 1. Quando sua contagem é exatamente 1, o
primeiro operador que vocé encontrar (exceto a partir de ‘=’) é
o operador légico principal.

(Nota: se vocé usar este método, entdo certifique-se de incluir todos
os parénteses na sentenca, em vez de omitir algums conforme conven-
coes de §6.3!)

A estrutura indutiva de sentencas de LVF sera importante qunado
considerarmos as circunstancias sob as quais uma sentenca em par-
ticular seria verdadeira ou falsa. A sentenca ‘=——D’ é verdadeira se
e somente se a sentenca ‘——D’ é falsa e assim por diante através da
estrutura da sentenca, até que se chegue aos componentes atomicos.
Retornaremos a este ponto na Parte III.

A estrutura indutiva das sentencas de LVF também nos permite
dar uma definicao formal do escopo de uma negacdao (mencionado em
§5.2). O escopo de ‘-’ € a subsentenca para a qual ‘=’ é o operador
logico principal. Considere uma senten¢a como:

(PA(=(RAB) < Q))

que foi construida, combinando ‘P’ com ‘(=(RAB) < Q)’. Esta ultima
sentenca foi construida, colocando-se um bicondicional entre ‘-(R A
B)’ e ‘Q’. A primeira destas sentengas — uma subsentenca de nossa
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sentenca original — é uma sentenca para a qual ‘=’ é o operador l6gico
principal. Desse modo, o escopo da negacao ¢ justamente ‘~(R A B)’.
De uma forma mais geral:

O EscorO de um conectivo (em uma sentenca) é a subsentenca
para a qual este conectivo é o operador légico principal.

6.3 Convengdes sobre o uso de parénteses

Estritamente falando, os parénteses em ‘(Q A R)’ sao uma parte indis-
pensavel da sentenca. Em parte, isto é assim, porque poderiamos usar
‘(@ A R)’ como uma subsentenca em uma sentenca mais complicada.
Por exemplo, poderiamos querer negar ‘(Q A R)’, obtendo ‘~(Q A R)’.
Se apenas tivéssemos ‘Q A R’ sem parénteses e colocassemos uma ne-
gacdo na frente dela, terfamos ‘-Q A R’. E mais natural ler isto como
significando a mesma coisa que ‘(-Q A R)’, mas, como vimos em §5.2,
isto € muito diferente de ‘~(Q A R)’.

Estritamente falando, entdo, ‘Q A R’ ndo é uma sentenca. F. mera-
mente uma expressao.

Entretanto, ao trabalhar com LVF, tornara nossa vida mais facil, se
formos as vezes um pouco menos rigorosos. Assim, aqui estao algumas
convencoes.

Em primeiro lugar, sera permitido omitir os parénteses mais exter-
nos de uma sentenca. Desse modo, sera permitido escrever ‘Q A R,
em vez da sentencga ‘(Q A R)’. Todavia, devemos lembrar de colocar
parénteses de volta quando quisermos incorporar a senten¢a em uma
sentenca mais complicada!

Em segundo lugar, pode ser um pouco doloroso olhar para longas
sentengas com muitos pares aninhados de parénteses. Para tornar as
coisas mais faceis aos olhos, serdo permitidos colchetes, [’ e |, em
vez de parénteses. Desse modo, ndo ha diferenca légica entre ets. To
make things a bit easier on the eyes, we will allow ourselves to use
square brackets, " and ', instead of rounded ones. So there is no
logical difference between ‘(P Vv Q)’ e ‘[P Vv Q]’, por exemplo.

Combinando estas duas convencgdes, podemos reescrever a sen-
tenca complicada

(H—=>1) VU = H)A(JVK))
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de forma mais clara da seguinte maneira:
[(H—>T)v({I - H)|A(VK)

O escopo de cada conectivo é agora mais facil de entender

Exercicios Praticos

A. Para cada um dos seguintes: (a) € uma sentenca de LVF, estri-
tamente falando? (b) E uma sentenca de LVF, permitindo-se nossas
convengoes sobre o uso dos parénteses?

(4)
J374 NV = 374

- F

=AS

(G A=G)

(A—> (AN-F))V (D < E)
(ZeS)>WIA[JVX]
(F e -D— J)v(CAD)

A A ol i

B. Ha quaisquer sentencas de LVF que ndo contenham letras senten-
ciais? Explique sua resposta.

C. Qual é o escopo de cada conectivo na sentenca:

[(H—>I)v(I—>H)]|A(JVE)



CAPITULO 7

Uso ¢ mencdo

Neste capitulo, falaremos muito sobre sentengas. Desse modo, deve-
riamos pausar e explicar um ponto importante e muito geral.

7.1 Convengdes para citagao
Considere estas duas sentengas:

¢ Justin Trudeau é o Primeiro Ministro.
e The expresssdao Justin Trudeau’ é composta de duas letras
maiusculas e onze letras minusculas.

Quando queremos falar sobre o Primeiro Ministro, nos usamos o nemoe
dele. Quando queremos falar sobre o nome do Primeiro Ministro, nés
mencionamos este nome e fazemos isto, colocando-o entre aspas.

Ha um ponto geral aqui. Quando falamos sobre coisas no mundo,
noés justamente usamos palavras. Quando queremos falar sobre pala-
vras, tipicamente temos de mencionar estas palavras. Precisamos in-
dicar que estamos mencionado-as, em vez de usa-las. Para fazer isto,
alguma convencao é necessaria. Podemos coloca-las entre aspas ou
mostra-las centralizadas na pagina. Assim, esta sentenca:

* ‘Justin Trudeau’ é o Primeiro Ministro.

diz que alguma expressdo é o Primeiro Ministro. Isto é falso. O humano
€ o Primeiro Ministro; o nome dele nao é. Inversamente, esta sentenca:

¢ Justin Trudeau é composto de duas letras maiusculas e onze le-
tras minusculas.
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também diz algo falso: Justin Trudeau é um humano, feito de carne e
osso, em vez de letras. Um exemplo final:

e “‘Justin Trudeau’” é o nome de Justin Trudeau’.

Aqui, a esquerda, temos o nome de um nome. a direita, temos um
nome. Talvez este tipo de sentenca ocorra apenas nos manuais de
logica, mas, ndo obstante, ela é verdadeira.

Estas sdo somente regras gerais para citacdo e vocé deveria
observa-las cuidadosamente em todos seus trabalhos! Para ser claro,
as aspas aqui nao indicam fala indireta. Elas indicam que vocé esta
mudando da fala sobre um objeto para a fala sobre o nome deste ob-
jeto.

7.2 Linguagem objeto e metalinguagem

Estas convencoes gerais de citacdo sao de importancia particular para
no6s. Afinal das contas, estamos descrevendo uma linguagem formal
aqui, LVF, e, portanto, estamos frequentemente mencionando expres-
soes de LVF.

Quando falamos sobre uma linguagem, a linguagem sobre a qual
estamos falando é chamada a LINGUAGEM OBJETO. A linguagem que
usamos para falar sobre a linguagem objeto é chamada a METALINGUA-
GEM.

Na maioria das vezes, a linguagem objeto neste capitulo tem sido
a linguagem formal que estamos desenvolvendo: LVF. A metalingua-
gem € o Portugués. Nao o Portugués do dia a dia, mas o Portugués
suplementado com algum vocabulario adicional que nos ajudar a fa-
zer progresso [but English supplemented with some additional vocabulary
which helps us to get along)].

Ora, usamos letras maitsculas como letras sentenciais de LVF:

A,B,C,Z,A1,By, Ags, J375,. . .

Estas sao sentencas da linguagem objeto (LVF). Elas ndo sao sentencas
do Portugués. Desse modo, nao devemos dizer, por exemplo:

e D ¢é uma letra sentencial de LVF.

Obviamente, estamos tentando declarar com uma sentenca do Por-
tugués algo que é sobre a linguagem objeto (LVF), mas ‘D’ é uma
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sentenca de LVF e nao parte do Portugués. Desse modo, o precedente
é sem sentido. O mesmo acontece com:

¢ Schnee ist weil € uma sentenca do Alemao.
Certamente, neste caso, o que queriamos dizer é:
* ‘Schnee ist weil}’ é uma sentenca do Alemao.
Da mesma forma, o que queriamos dizer acima € justamente:
e ‘D’ é uma letra sentencial de LVF.

O ponto geral é que, sempre que quisermos falar em Portugués sobre
alguma expressdo especifica de LVF, precisamos indicar que estamos
mencionando a expressdo, em vez de usa-la. Podemos empregar aspas
ou podemos adotar alguma convencao similar, tal como coloca-la cen-
tralizada na pagina.

7.3 Metavariaveis

Contudo, ndo queremos apenas falar sobre expressoes especificas de
LVF. Também queremos ser capazes de falar sobre qualquer sentenca
arbitrdria de LVF. De fato, tivemos de fazer em §6.2, quando apresen-
tamos a definicdo indutiva de uma sentenca de LVF. Usamos letras
maiasculas com fonte distinta [uppercase script letters] para fazer isto, a
saber:

A,9%8,6,9D,. ..

Estes simbolos ndo pertencem a LVF. Em vez disso, eles sao parte de
nossa metalinguagem (estendida) que usamos para falar sobre qualquer
expressiao de LVF. Repetindo a segundo clausula da definicao indutiva
de uma sentenca de LVF, dissemos:

2. Se 9l é uma sentenca, entdo —of é uma sentencga.

Isto fala sobre sentencas arbitrdrias. Se, em vez disso, tivéssemos ofe-
recido:

* Se ‘A’ é uma sentenca, entdo ‘-4’ é uma sentenca.
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isto ndo nos permitiria determinar se ‘-8’ é uma sentenca. Para enfa-
tizar, entao:

‘d’ é um simbolo (chamado uma METAVARIAVEL) no Portugués
estendido, que usamos para falar sobre qualquer expressao de
LVF. ‘4’ ¢ uma sentenca particular de LVF.

Mas este ultimo exemplo levanta um outra complica¢ao para nos-
sas convengdes sobre aspas. Nao incluimos quaisquer aspas na se-
gunda clausula de nossa definicao indutiva. Deveriamos ter feito as-
sim?

O problema € que a expressao a direita desta regra ndo é uma sen-
tenca do Portugués, uma vez que ela contém ‘—’.. Assim, poderiamos
tentar escrever:

2’. Se ol é uma sentenca, entdao ‘~gl’ é uma sentenca.

Mas isto ndo é bom: ‘=9’ ndo é uma sentenca de LVF, uma vez que
‘e’ € um simbolo do Portugués (estendido), em vez de um simbolo de
LVF.

O que, de fato, queremos dizer é algo como isto:

2”. Se of é uma sentenca, entdo o resultado de concatenar o simbolo
‘=’ com a sentenca 9 é uma sentenca.

Isto é impecavel, mas excessivamente longo. Mas podemos evitar isso,
criando nossas proprias convencdes. Podemos perfeitamente estipular
que uma expressdo como ‘~9f’ deveria simplesmente ser lida direta-
mente em termos de regras para concatena¢ao. Assim, oficialmente, a
expressdo metalinguistica ‘~gl’ simplesmente abrevia:

o resultado de concatenar o simbolo ‘=’ com a sentenca o

e, similarmente, para expressoes como ‘(s A RB)’, ‘(dd vV RB)’ etc.

7.4 Convengdes de citacdo para argumentos

Um dos principais propésitos para usar LVF é estudar argumentos
e isto serd nossa preocupagdo nas Partes III e IV. No Portugués, as
premissas de um argumento sao frequentemente expressas por meio de
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sentencas individuais e a concusdo por uma outra sentenca. Uma vez
que podemos simbolizar sentencas do Portugués, podemos simbolizar
argumentos, usando LVF. Desse modo, poderiamos perguntar se o
argumento cujas premissas sao sentencas de LVF ‘4’ e ‘4 — (’ e cuja
conclusdo é a sentenca de LVF ‘C’ é valido. Todavia, é muita coisa
para escrever toda vez. Assim, em vez disso, introduziremos uma outra
abreviacdo. Esta:

A, Adg,... . A, .. B

abrevia:
o argumento com premissas o1,do,...,d, e conclusao 6

Para evitar confusdo [clutter] desnecessaria, ndo consideraremos que
isso exige aspas (note que ‘.".” é um simbolo de nossa metalinguagem
estendida, e nio um novo simbolo de LVF).
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Qualquer sentenca de LVF é composta de letras sentenciais, possi-
velmente combinadas usando-se conectivos sentenciais. O valor de
verdade da sentenca composta depende apenas do valor de verdade
das letras sentenciais que a compdem. A fim de saber o valor de ver-
dade de ‘(D A E)’,, por exemplo, voé precisa somente saber o valor de
verdade de ‘D’ e o valor de verdade de ‘E’.

Introduzimos cinco conectivos no capitulo 5, assim precisamos
simplesmente explicar como eles mapeiam entre valores de verdade.
Por conveniéncia, abreviaremos ‘Verdadeiro’ por ‘V’ e ‘Falso’ por ‘F’
(mas para ser claro, os dois valores de verdade sdo o Verdadeiro e o
Falso; os valores de verdade nao sao letras).

Negacdao Para qualquer sentenca di: se o for verdadeira, entio ~d
sera falsa. Se =d for verdadeira, entao o sera falsa. Podemos resumir
isto na seguinte tabela de verdade caracteristica para negacao:

da | -d
V| F
F| V
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Conjungdo Para quaisquer sentencas o e B, AARB serd verdadeira
se e somente se tanto 9/ como 9B forem verdadeiras. Podemos resumir
isto na seguinte tabela de verdade caracteristica para conjungao:

da B | AANRB
vV VvV A%
vV F F
F V F
F F F

Note que a conjuncdo é simétrica. O valor de verdade de ol A B é
sempre o mesmo que o valor de verdade de B A d.

Disjungio Lembre-se de que ‘v’ sempre representa a disjunc¢io in-
clusivo. Desse modo, para quaisquer sentenca o e 9B, o V R sera
verdadeira se e somente se ou 9 ou A forem verdadeiras. Podemos
resumir isto na seguinte tabela de verdade caracteristica para disjuncao:

da B |dAdvB
vV VvV A%
vV F A%
F V A%
F F F

Como a conjungio, a disjuncdo é simétrica.

Condicional Deixando bastante claro, admitimos: condicionais sio
um antigo problema em LVF. O quanto os condicionais sdo problema-
ticos é filosoficamente controverso. Discutiremos algumas sutilezas em
§89.3 e 11.5. Por enquanto, iremos estipular o seguinte: 4 — AR sera
falsa se e somente se o for verdadeira e 9B for falsa. Podemos resumir
isto com seguinte tabela de verdade caracteristica para o condicional.

d B|d->R
V V| V
V F F
F V| V
F F| V

O condicional é assimétrico. Vocé nao pode trocar o antecedente e
consequente sem mudar o significado da sentenca, pois d — % tem
uma tabela de verdade muito diferente de B — 4.
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Bicondicional Uma vez que o bicondicional é o mesmo que a con-
juncdo de um condicional em ambas as direcdes, desejamos que a
tabela de verdade para o bicondicional seja:

d B|deoR
V V| V
V F F
F V| F
F F| V

Sem surpresas, o bicondicional é simétrico.
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Comnectivos
verofucionais

9.1 A ideia de verofuncionalidade

Vamos introduzir uma importante ideia.

Um conectivo é VEROFUNCIONAL sse o valor de verdade de uma
sentenca com este conectivo como operador principal é uni-
camente determinado pelo(s) valore(s) de verdade da(s) sen-
tenca(s) constituinte(s).

Todo conectivo em LVF é verofuncional. O valor de verdade de
uma negac¢ao é unicamente determinada pelo valor de verdade da sen-
tenca que nao é negada. O valor de verdade de uma conjungao é uni-
camente determinado pelo valor de verdade de ambos conjunctos. O
valor de verdade da disjuncdo é unicamente determinado pelo valor
de verdade de amos disjuntos e assim por diante. Para determinar o
valor de verdade de alguma sentenga de LVF, precisamos apenas saber
o valor de verdade dos componentes dela.

E isto que da a LVF seu nome: ela é verofuncional.

Em muitas linguagens, ha conectivos que nao siao verofuncionais.
No Portugués, por exemplo, podemos formar uma nova sentenca a
partir de sentenca mais simples, colocando na frente dela ‘¢ necessari-
amente o caso que...’. O valor de verdade desta nova senten¢a nao é
fixada apenas pelo valor de verdade da sentenca original. Considere,
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pois, duas sentencas verdadeiras:

1. 2+42=4
2. Shostakovich escreveu quinze quartetos de cordas

Enquanto é necessariamente o caso que 2+2 = 4, ndo é necessariamente
o caso que Shostakovich escreveu quinze quartetos de cordas. Se Shos-
takovich tivesse morrido prematuramente, ele ndo teria terminado o
Quarteto nimero 15; se ele tivesse vivido mais, poderia ter escrito al-
guns outros quartetos. Destarte, ‘é necessariamente o caso que...’ é
um conectivo do Portugués, mas nao é verofuncional.

9.2 Symbolizing versus translating

Todos os conectivos de LVF sdo verofuncionais, mas mais do que isso:
de fato, eles ndao fazem nada, exceto fazer um mape entre valores de
verdade.

Quando simbolizamos uma sentenca ou argumento em LVF, igno-
ramos tudo, exceto a contribuicdo que os valores de verdade de um
componente poderiam dar para calcular o valor de verdade da sen-
tenca toda. Existem sutilezas em nossas reivindicacoes cotidianas que
estdo além dos meros valores de verdade: sarcasmo; poesia; malicia
[snide implicature]; énfase. Estas sdo partes importantes do discurso
cotidiano, mas nada disso é mantido em LVF.

Como foi observado em §5, LVF nao pode capturar as diferencgas
sutis entre as seguintes sentencas do Portugués:

Dana é um légico e Dana é uma pessoa legal.

Embora Dana seja 16gico, Dana é uma pessoa legal.

Dana é um légico, apesar de ser uma pessoa legal.

Dana é uma pessoa lega, mas também é légico.

5. Nao obstante o fato de Dana ser l6gico, ele é uma pessoa legal.

el

Todas as sentenca acima serao simbolizadas pela mesma sentenca de
LVF, talvez ‘L A N’.

Continuaremos dizendo que usamos sentengas de LVF para sim-
bolizar sentencas do Portugués. Muitos outros manuais falam sobre
traduzir sentencas do Portugués para LVF. Todavia, uma boa traducao
deveria preservar certas facetas de significado e — como acabamos de
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apontar — LVF nao pode mesmo fazer isso.Por causa disso, falaremos
de simbolizar sentencas do Portugués, em vez de traduzi-las.

Isto afeta como deveriamos entender nossa chave de simbolizacao.
Considere uma chave como:

L: Dana é um légico.
N: Dana é uma pessoa legal.

Outros manuais entenderdo isto como uma estipulacido de que a sen-
tenca de LVF ‘L’ deveria significar que Dana é um l6gico e que a sen-
tenca de LVF ‘N’ deveria significar que Dana é uma pessoa legal. Con-
tudo, LVF nao é, de forma alguma, equipada para lidar com significado.
A chave de simboliza¢do precedente estd fazendo nem mais nem me-
nos do que estipular que a sentenga de LVF ‘L’ deveria tomar o mesmo
valor de verdade que a senten¢a do Portugués ‘Dana € um l6gico’ (seja
qual valor poderia ser) e que a sentenca de LVF ‘N’ deveria tomar o
mesmo valor de verdade gie a sentenca do Portugués ‘Dana é uma
pessoa legal’ (seja qual valor poderia ser).

Quando tratamos uma sentenca de LVF como simbolizando
uma sentenca do Portugués, estamos estipulando que a sen-
tenca de LVF tem de tomar o mesmo valor de verdade que o da
sentenca do Portugués.

9.3 Condicional indicativo versus condicional
subjuntivo

Queremos retornar ao ponto segundo o qual LVF pode somente lidar
com funcées de verdade, considerando o caso do condicional. Quando
introduzimos a tabela de verdade caracteristica para o condicional
materia em §8, ndo dissemos qualquer coisa para justifica-la. Iremos
oferecer agora uma justificacao, que segue Dorothy Edginton®

Suponha que Lara tenha desenhado algumas formas em um pe-
daco de papel e coloriu o interior de algumas delas. N6s nao as vimos,
mas, nao obstante, reivindicamos:

1Dorothy Edgington, ‘Conditionals’, 2006, In: Stanford Encyclopedia of Philosophy
(http:/plato.stanford.edu/entries/conditionals/).
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Se alguma forma é cinza, entdo esta forma é também cir-
cular.

Acontece que Lara desenhou o seguinte:

Neste caso, nossa reivindicacdo é certamente verdadeira. As formas
C e D nao sao cinzas e dificilmente podem ser apresentadas como
contraexemplos a nossa reivindicacdo. A forma A ¢ cinza, mas, feliz-
mente, ela também € circular. Desse modo, nossa reivindica¢io niao
tem contraexemplos. Ela deve ser verdadeira. Isto significa que cada
uma das seguintes instdncias de nossa reivindicacdo dever ser também
verdadeiras:

e Se A € cinza, entdo A é circular (antecedente verdadeiro, conse-
quente verdadeiro).

» Se C é cinza, entdo C é circular (antecedente falso, consequente
verdadeiro).

* Se D é cinza, entdo D é circular (antecedente falso, consequente
falso).

Entretanto, se Lara tivesse desenhado uma quarta forma, assim:

ORA OO

entdo nossa reivindicagdo seria falsa. Desse maneira, deve ser o caso
que esta reivindicacao é falsa:

¢ Se B € cinza, entdo B é circular (antecedente verdadeiro, conse-
quente falso).

Ora, lembre-se de que todo conectivo de LVF tem de ser verofuncional.
Isto significa meramente que os valores de verdade do antecedente e
do consequente devem determinar unicamente o valor de verdade do
condicional como um todo. Assim, a partir dos valores de verdade de
nossas quatro reivindicagdes — que nos fornece com todas as combina-
coes possiveis de verdade e falsidade no antecedente e no consequente
—, podemos ler a tabela de verdade para o condicional material.
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O que este argumento mostra € que ‘—’ é o melhor candidato para
o condicional verofuncional. Dizendo de outra forma, ¢ o melhor condi-
cional que LVF pode fornecer. Mas ele é bom como um substituto para os
condicionais que usamos na linguagem cotidiana? Considere as duas
sentencas:

1. Se Mitt Romney tivesse vencido a eleicdo de 2012, ele teria sido
0 45° Presidente dos Estados Unidos.

2. Se Mitt Romney tivesse vencido a eleicio de 2012, entdo ele
teria se transformado em um balado a hélio e flutuado para o céu
noturno.

A sentenca 1 € verdadeira; a sentenca 2 é falsa, mas ambas tém os
antecedentes falsos e os consequentes falsos. Assim, o valor de ver-
dade da sentenca inteira nao € unicamente determinado pelo valor de
verdade das partes. Nao assuma livremente que vocé possa simbolizar
adequadamente um ‘se...,entdo...” do Portugués por ‘=’ de LVF.

A questdo crucial é que as sentencas 1 e 2 empregam condicionais
subjuntivos em vez de condicionais indicativos. Eles nos pedem para
imaginar algo contrario ao fato — Mitt Romney perdeu a eleicao de
2012 — e, entdo, pede-nos para avaliar que teria acontecido neste caso.
Nio é possivel lidar com tais consideracoes, usando ‘—’.

Diremos mais sobre as dificuldades com condicionais em §11.5.
Por enquanto, contentarnos-emos com a observa¢ao de que ‘=’ é o
unico candidato para o condicional verofuncional de LVF, mas que
muitos condicionais do Portugués ndo podem ser adequadamente re-
presentados , usando-se ‘—=’. LVF é uma linguagem intrisicamente
limitada.
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Tabelas de
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completas

Até agora, consideramos atribuir valores de verdade as sentencas de
LVF indiretamente. Por exemplo, dissemos que uma sentenca de LVF
tal como ‘B’ tem de tomar o mesmo valor de verdade que o da sen-
tenca do Portugués ‘Big Ben esta em Londres’ (seja qual for o valor
de verdade), mas também podemos atribuir valores de verdade direta-
mente. Podemos simplesmente estipular que ‘B’ tem de ser verdadeira
ou estipular que ela tem de ser falsa.

Uma VALORACAO é qualquer atribuicdao de valores de verdade a
uma letra sentencial particular de LVF.

O poder das tabelas de verdade encontra-se no seguinte. Cada
linha de uma tabela de verdade representa uma valora¢do possivel.
A tabela de verdade inteira representa todas as valoragdes possiveis;
desse modo, a tabela de verdade fornece-nos com um meio de calcu-
lar os valores de verdade de sentencas complexas em cada valoracao
possivel. Isto é mais facil de explicar com exemplos.
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10.1 Trabalhando com um exemplo [a worked

example]

Considere a sentenca ‘(H A I) — H’. Ha quatro maneiras possiveis
de atribuir Verdadeiro e Falso as letras sentenciais ‘H’ e ‘I’ — quatro
valorag¢oes possiveis — que podemos representar com se segue:

| (HAI)>H

oo < <Y

1
\%
F
\%
F

Para calcular o valor de verdade da sentenca inteira ‘(H A ) — H’,
copiamos, em primeiro lugar, os valores de verdade para as letras
sentenciais e os escrevemos embaixo das letras na sentenca.

H 1| (HAN)>H
V V|V vV V
V F| V F V
F V| F V F
F F| F F F

Considere agora a subsentenca ‘(H AI)’. Isto é uma conjuncao (AARB),
onde ‘H’ substitui o e ‘I’ substitui 9. A tabela de verdade caracteris-
tica para a conjuncdo da as condi¢cdes de verdade para qualquer sen-
tenca da forma (ol A %B), independente do que poderiam ser o e 9.
A tabela representa o ponto no qual uma conjun¢ao é verdadeira sse
ambos conjunctos sdao verdadeiros. Neste caso, nossos conjunctos sao
exatamente ‘A7’ and ‘I’. Eles sao ambos verdadeiros na primeira linha
da tabela de verdade (e somente nela). De acordo com isso, podemos
calcular o valor de verdade da conjunc¢ido em todas as quatro linhas.

o NGB
(HAD)—H

oo < <l

o< <~

VVVv
VFF
FFV
FFF

<<
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Agora, a sentenca inteira com a qual estamos lidando é um condicio-
nal d — %, onde ‘(H A I)’ substitui o e ‘H’ substitui 8. Na segunda
linha, por exemplo, ‘(H A I)’ é falsa e ‘H’ é verdadeira. Uma vez
que o condicional é verdadeiro quando o antecedente é falso, escre-
vemos um ‘V’ na segunda linha embaixo do simbolo do condicional.
Continuando para as outras trés linhas, obtemos:

ada —B
H I | (HANI)—>H
VvV V vV VV
V F F VvV
F V F VF
F F F VF

O condicional é o operador légico principal da sentenca, assim
a coluna de ‘V’s embaixo do condicional nos diz que a sentenca
‘(H ANI) — H’ é verdadeira, independentemente dos valores de ver-
dade de ‘H’ e ‘I’. Elas podem ser verdadeiras ou falsas em qualquer
combinacdo e a sentenca composta ainda continuara verdadeira. Uma
vez que consideramos todas as quatro possiveis atrinui¢cdes de verdade
e falsidade a ‘H’ e ‘I’ — ou seja, uma vez que consideramos todas as
diferentes valoracoes —, podemos dizer que ‘(H A I) — H’ é verda-
deira em qualquer valoragao. Neste exemplo, ndo repetimos todas as
entradas em qualquer coluna em qualquer tabela sucessiva. Na rea-
lidade, entretanto, quando escrevemos tabelas de verdade no papel,
nao € pratico apagar colunas inteiras ou reescrever a tabela inteira a
cada passo. Embora fique mais volumosa, a tabela de verdade pode
ser escrita da seguinte maneira:

H 1| HAN)>H
V V| VVVVV
V F| VFFVV
F V| FFVVF
F F| FFFVF

Muitas das colunas embaixo da sentenca estdo la apenas para pro-
positos de contabilidade [for bookkeeping purposes]. A coluna que mais
importa é a coluna debaixo do operador logico principal da sentenca,
uma vez que isto lhe diz o valor de verdade da sentenca inteira. En-
fatizamos isso, colocando esta coluna em negrito. Quando vocé for
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trabalhar com as tabelas de verdade por conta proépria, vocé deveria,
da mesma maneira, enfatizar (talvez colorindo para realcar).

10.2 Construindo tabelas de verdade completas

Uma TABELA DE VERDADE COMPLETA tem uma linha para qualquer atri-
buicao possivel de Verdadeiro e Falso as letras sentenciais relevantes.
Cada linha representa uma valora¢do e a tabela de verdade completa
tem uma linha para todas as valoracdes diferentes.

O tamanho da tabela de verdade completa depende do nimero
das diferentes letras sentenciais na tabela. Uma sentenca que contém
apenas uma letra sentencial exige apenas duas linhas como na tabela
de verdade caracteristica para negacao. Isto é verdadeiro mesmo se a
mesma letra € repetida varias vezes, como na sentenca ‘[(C < C) —
C] A=(C — C)’. A tabela de verdade completa exige somente duas
linhas, porque ha apenas duas possibilidades: ‘C’ pode ser verdadeira
ou pode ser falsa. A tabela de verdade para esta sentenca é da seguinte
forma:

C|[(CoC)>CIA-(C>C)
V| VVV VV FF VVV
F FVF FF FF FVF

Olhando para coluna embaixo do operador légico principal, vemos
que a sentenca é falsa em ambas as linhas da tabela; ou seja, a sentenca
é falsa, independemente de se ‘C’ é verdadeiro ou falso. Ela é falsa
em qualquer valoracao.

A sentenca que contém duas letras sentenciais exige quatro linhas
para uma tabela de verdade completa como nas tabelas de verdade
caracteristicas para os quatro conectivos binarios e como na tabela de
verdade completa para ‘(H A1) — H’.

Uma sentenca que contém trés letras sentenciais exige oito linhas
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MA(NVP)
VVVVYV
VVVVF
VVFVYV
VFFFF
FFVVYV
FFVVF
FFFVYV
FFFFF

mmmm < << <R
Mg <mm g <
mgm < m <<y

A partir desta tabela, sabemos que a sentenca ‘M A (N V P)’ pode ser
verdadeira ou falsa, dependendo dos valores de verdade de ‘M, ‘N’ e
‘P

Uma tabela de verdade completa para uma sentenca que contém
quatro diferentes letras sentenciais exige 16 linhas. Cinco letras, 32
linhas. Seis letras, 64 linhas e assim por diante. Sendo completamente
geral: se uma tabela de verdade tem 7 diferentes letras sentenciais,
entdo devem existir 2" linhas.

Com o intuito de preencher as colunas de uma tabela de verdade
completa, comece com a letra sentencial mais a direita e alterne ‘V’ e
‘F’. Na proxima coluna a esquerda, escreve dois “V’s e escreva escreva
dois ‘F’s e repita o procedimento. Para a terceira letra sentencial,
escreva quatro ‘V’s seguidos por quatro ‘F’s. Isto produz uma tabela
de verdade com oito linhas como a de cima. Para uma tabela com
16 linhas, a coluna a seguir de letras sentenciais deveriam ter oitos
‘V’s seguidos por oito ‘F’s. Para uma tabela com 32 linhas, a coluna a
seguir teria 16 ‘V’s seguidos por 16 ‘F’s e assim por diante.

10.3 Mais sobre parénteses

Considere estas duas sentengas:

((ANB)AC)
(AN (BAQ))

Estas sdo verofuncionalmente equivalentes. Consequentemente,
nunca fard qualquer diferenca da perspectiva do valor de verdade —
que é tudo que importa para LVF (veja §g9) — qual das duas sentencas
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afirmamos (ou negamos). Ainda que a ordem dos parénteses nao im-
porta no que diz respeito a verdade delas. nao deveriamos exclui-los.
A expressdo

ANBAC

é ambigua entre as duas sentencas acima. A mesma observagao vale
para disjuncbes. As seguintes sentencas sdo logicamente equivalentes:

((AvB)Vv (O
(Av (BV(C))

Mas nao deveriamos simplesmente escrever:
AvVBVC

Na realidade, isso é um fato especifico sobre a tabela de verdade carac-
teristica de V e A que garante que quaisquer duas conjuncgdes (ou dis-
juncdes) contendo as mesmas sentengas sao verofuncionalmente equi-
valentes, independentemente de como vocé coloca os parénteses. Isto
¢ apenas verdadeiro de conjungoes e disjungoes, entretanto. As seguintes
duas sentencas tém diferentes tabelas de verdade:

((4—- B) - ()
(4—- (B—0))

Desse modo, se escrevéssemos:
A—>B—-C

ela seria perigosamente ambigua. Excluir os parénteses seria desas-
troso. Similarmente, estas sentencas tém diferentes tabelas de verdade:

((AvB)AC)
(Av (BAQC))

Assim, se escrevéssemos:
AVBAC

isso seria perigosamente ambiguo. Nunca escreva isto. A moral é: nunca
exclua os parénteses (exceto os mais externos).
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Exercicios Praticos

A. Apresente as tabelas de verdade completas para cada uma das
seguintes sentencas:

A— A

C —-C

(4 B) & —(4 & -B)
(A— B)V (B — A)
(AAB) — (BV A)
—-(AV B) & (mA A-B)
[(AANB)A=(AAB)|AC
[AAB)AC] — B
-[(C v 4) v B]

AR Sl i

©

B. Cheque todas as reivindicac¢des que foram feitas na introducao das
novas convencdes de notacdo em §10.3, ou seja, mostre que:

1. ‘((AAB)AC) and ‘(AA(BAC))’ tém a mesma tabela de verdade

2. ‘((AvB)VC) and ‘{(Av(BV(C))’ tém a mesma tabela de verdade

3. ((AVB)AC) and ‘(AV (B A C))’ ndo tém a mesma tabela de
verdade

4. ‘((4 > B) » C) and ‘(4 — (B — ())’ ndo tém a mesma
tabela de verdade

Cheque também se:

5 ‘((Ae B) & C) and ‘(4 & (B < C))’ tém a mesma tabela de
verdade

C. Escreva as tabelas de verdade completas das seguintes sentencas
e marque a coluna que representa os valores de verdade possiveis da
sentenca inteira.

(S (P—>Y9))
S[(XAY)V(XVY)]

(4— B) & (=B & —4)

[C & (DVE)]A-C
-(GA(BAH)) o (GV (BVH))

ANl ol

D. Escreva as tabelas de verdade completas das seguintes sentencas
e marque a coluna que representa os valores de verdade possiveis da
sentenca inteira.
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(DA-D) > G
(mPV-M)M
-=(=4 A =B)

[(DAR) - I] - =(DVR)
=[(D & 0) & A] —» (=D A O)

ALl S

72



CAPITULO 11

Conceitos
semanticos

Nos capitulos anteriores, introduzimos a ideia de valoragao e mostra-
mos como determinar o valor de verdade de qualquer sentenca de LVF
em qualquer valoracdo, usando a tabela de verdade. Neste capitulo,
introduziremos algumas ideias relacionadas e mostraremos como usar
as tabelas de verdade para testar se estas ideias se aplicam ou nao.

11.1 Tautologies and contradictions

xpli erdade necessdria e falsidade necessdria. -
Em §3, explicamos verdad ria e falsidad. ria. Ambas no
coes tém representantes em LVF. Comecaremos com um representante
para verdade necessaria.

o é uma TAUTOLOGIA (em LVF) sse ela é verdadeira em qual-
quer valoracao.

Podemos determinar se uma sentenca é uma tautologia, usando
apenas tabelas de verdade. Se a sentenca é verdadeira em qualquer
linha de uma tabela de verdade completa, entdo ela é verdadeira em
qualquer valoracao e, desse modo, ela € uma tautologia. No exemplo
de §10, the sentence is true on every line of a complete truth table,
then it is true on every valuation, so it is a tautology. In the example
of §10, ‘(H A1) — H’ é uma tautologia.
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Entretanto, isto é somente um representante para verdade neces-
saria. Ha algumas verdades necessarias que ndo podem ser adequa-
damente simbolizadas em LVF. Um exemplo é ‘2 +2 = 4’. Isto deve
ser verdadeiro, mas se tentarmos simboliza-lo em LVF, o melhor que
podemos oferecer é uma letra sentencial e nenhuma letra sentencial é
uma tautologia. Ainda assim, se pudermos adequadamente simbolizar
algumas sentengas do Portugués usando sentencas de LVF que é uma
tautologia, entdo esta sentenca do Portugués expressa uma verdade
necessaria.

Temos um representante similar para falsidade necessaria:

o é uma CONTRADICAO (em LVF) sse ela é falsa em qualquer
valoracao.

Podemos determinar se uma sentenca € uma contradicdo usando
apenas tabelas de verdade. Se uma sentenca é falsa em qualquer linha
de uma tabela de verdade completa, entdo ela é falsa em qualquer
valoracdo e, desse modo, ela é uma contradicdo. No exemplo de §10,
‘[(C & €) = C] A=(C — C) é uma contradicdo.

11.2 Equivaléncia

Aqui estd uma nogao similar atil:

d e B sao EOUIVALENTES (em LVF) sse, para qualquer valora-
cdo, os valores de verdade delas coincidem, ou seja, se ndo ha
naloracao na qual elas té valores de verdade opostos.

Na realidade, ja usamos esta nog¢ao em §10.3; o ponto era que
(AANB)AC’ e ‘AN (BAC)’ sao equivalentes. Novamente, € facil fazer
um teste para equivaléncia usando tabelas de verdade. Considere as
sentencas ‘°(PVQ)’ e ‘~“PA-Q’. Elas sdao equivalentes? Para descobrir
isso, construimos uma tabela de verdade.

Q| -@vQ) | -PA=Q
FVVV FVFFV
FVVF FVFVF
FFVV | VFFFV
VFFF VFVVF

o< <N
H<H<
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Olhe para as colunas dos operadores logicos principais; a negacao
para primeira sentenca, conjun¢ao para a segunda. Na primeiras trés
linhas, ambas sentencas sdo falsas. Na linha final, ambas sdo verda-
deiras. Uma vez que elas coicidem em cada linha, as suas sentencas
sdo equivalentes.

11.3 Satisfatibilidade

Em §3, disemos que sentencas sdo conjuntamente possiveis sse € pos-
sivel que todas elas sejam verdadeiras ao mesmo tempo. Podemos
oferecer um representante para esta no¢ao também:

Aq,do,. .., A, s20 CONJUNTAMENTE SATISFATVEIS (em LVF) sse
ha alguma valoracdo que as faz todas verdadeiras.

De forma derivada, sentengas sio CONJUNTAMENTE INSASTIFAVEIS
se nao ha nenhuma valoracdo que as faz todas verdadeiras. Nova-
mente, é facil fazer um teste para satisfatibilidade conjunta usando
tabelas de verdade.

11.4 Acarretamento e validade

A seguinte idea € intimamente relacionada aquela de satisfatibilidade
conjunta:

As sentencas d1,9o,...,94, ACARRETAM (em LVF) a sentenca
@ se ndo existir uma valoracdo das letras sentenciais que torne
todas as sentencas 91,9y, ...,d, verdadeiras e € falsa.

Novamente, é facil fazer um teste para isto com uma tabela de
verdade. Para checar se ‘<L — (J vV L)’ e ‘=L’ acarretam ‘/’, basta
simplesmente checar se ha alguma valora¢ao que faca ambos ‘~L —
(J VL) e ‘=L’ verdadeiras, enquanto faca ‘/’ falsa. Desse modo,
usamos a tabela de verdade:
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L|-L->(JvL) | -L| J
V|FVVVVV | FV |V
F|VFVVVF | VF |V
\Y% F
F F

FVVFVV | FV
VFFFFF | VF

o< <~

A tnica linha na qual ambas ‘-L — (J V L)’ e ‘=L’ sao verdadeiras €
a segunda linha. Mas, nesta linha, ¢/’ também é verdadeira. Assim,
‘“L — (J VL) e ‘~L acarretam ‘ J’.

Fazemos agora uma observacao importante:

Se d1,4o,...,94, acarretam 6 em LVF, entdo d,49,...,d, . .
@ é valido.

Aqui estd o motivo. Se d1,ds,...,d, acarretam 6, entdo nao
ha valoraciao que faca todas [sentencas] d1,d9,...,d, verdadeiras e
também faca ‘6 falsa. Qualquer caso no qual todas [as sentencas]
di,dy,. .., 94, sao verdadeiras e € ¢ falsa geraria uma valora¢ao com
esta propriedade: tome o valor de verdade de qualquer letra senten-
cial como sendo apenas o valor de verdade da sentenca correspon-
dente nesse caso. Uma vez que ndo ha tal valoracdo, ndo ha caso no
qual todas [sentencas] o1,9g,...,d, sdo verdadeiras e € é falsa. Mas
isto é justamente o que faz com que um argumento com premissas
d1,dy,...,d, e conclusdo € seja valido.

Resumindo, temos uma maneira de testar a validade de argumen-
tos do Portugués. Em primeiro lugar, os argumentos sao simbolizados
em LVF, tendo premissas d1,dy,...,4, e conclusao 6. Entdo testa-
mos acarretamento em LVF, usando tabelas de verdade.

11.5 Os limites destes teste

Atingimos um marco importante: um teste para validade de argumen-
tos! Contudo, nao deveriamos ficar tio entusiasmados ainda. E impor-
tante entender os /imites de nossa conquista. Ilustraremos estes limites
com trés exemplos.

Em primeiro lugar, considere o argumento:

1. Daisy tem quatro pernas. Portanto, Daisy tem mais de duas
pernas.
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Para simbolizar este argumento em LVF, teriamos de usar duas letras

sentenciais diferentes — talvez ‘F’ e ‘7’ — para premissa e conclu-

sdo, respectivamente. Agora, é 6ébvio que ‘F’ nao acarreta ‘7’. O

argumento do Portugués parece seguramente valido, nao obstante!
Em segundo lugar, considere a sentenca:

2. Jan é nem calvo nem nao-calvo.

Para simbolizar esta sentenca em LVF, ofereceriamos algo como
‘=J A== J°. Isto é uma contradi¢do (cheque isto com uma tabela
de verdade), mas a sentenca 2 nio se parece com uma contradi¢io;
pois, poderiamos alegramente ter adicionado ‘Jan esta na fronteira da
calvicie’!

Em terceiro lugar, considere a seguinte sentenca:

3. Nao é o caso que se Deus existe, ele responde a oragdes malé-
volas

Simbolizando isto em LVF, ofereceriamos algo como ‘-(G — M)’.
Ora, ‘=(G — M)’ acarreta ‘G’ (novamente, cheque isto com tabela de
verdade). Assim, se simbolizarmos a sentenca 3 em LVF, ela parece
implicar que Deus existe. Mas isto é estranho: certamente, até mesmo
um ateu pode aceitar a senten¢a 3 sem se contradizer.

Uma licao disto é que a simbolizacdo de 3 como ‘~(G — M)’
mostra que V nao expressa o que temos em mente. Talvez deveriamos
parafrasea-la como

3. Se Deus existe, ele ndo responde a oracoes malévolas

e simbolizar 3 como ‘G — —M’. Agora, se os ateus estiverem corretos
e nao ha Deus, entao ‘G’ é falsa e, assim, ‘G — —M’ é verdadeira e
o quebra-cabeca desaparece. Todavia, se ‘G’ é falsa, entdo ‘G — M’,
ou seja, ‘Se Deus existe, ele responde a oracoes malévolas’ é também
verdadeira!

De formas distintas, estes trés exemplos realcam alguns dos limites
de se trabalhar com uma linguagem (como LVF) que pode somente
lidar com conectivos verofuncionais. Além disso, estes limites dao
origem a algumas questdes interessantes em logica filosofica. O caso
da calvicie de Jan (ou nao) levanta a questdo geral de qual logica
deveriamos usar quando lidamos com discurso vago. O caso do ateu
levanta a questdo de como lidar com (os entdo chamados) paradoxos
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do condicional material. Parte do propésito deste curso é lhe dar as
ferramentas necessarias para explorar estas questdes da ldgica filosifica.
Mas temos que andar, antes de podermos correr. Temos de nos tornar
proficientes no uso de LVF, antes de podermos discutir adequadamente
seus limites e considerar alternativas.

11.6 A dupla catraca

Iremos usar a nocao de acarretamento muitas vezes neste livro. Ajudar-
nos-a, entdo, introduzir um simbolo que a abrevie. Em vez de dizer
que as sentencas de LVF d1,dy,. .. and o, juntas acarretam G, abre-
viaremos isto por:

Aq,do,. . .,Qﬁn EB

O simbolo ‘¢’ é conhecido por dupla catraca, uma vez que se parece
com uma catraca com duas barras horizontais.

Vamos esclarecer o seguinte: ‘€’ ndao é um simbolo de LVF. Em
vez disso, é um simbolo de nossa metalinguagem, Portugués esten-
dido (lembre-se da diferenca entre linguagem objeto e metalinguagem
mencionada em §7). Assim, a sentenca metalinguistica:

e PP—->QEQ
é somente uma abreviacdo para a sentenca do Portugués:
* As sentencas de LVF ‘P’ e ‘P — Q’ acarretam ‘Q’

Note que ndo ha limite no numeros de sentencas de LVF que podem
ser mencionadas antes do simbolo ‘F’. De fato, podemos até mesmo
considerar o caso limite:

EB

Isto diz que ndo ha valoragao que faca todas as sentencas menciona-
das a esquerda de ‘F’ verdadeiras, enquanto faga 6 falsa. Uma vez que
nenhuma sentenca é mencionada a esquerda de ‘£’ neste caso, isto sig-
nifica justamente que nao ha valoracido que faca € falsa. Dizendo de
outra forma, é dito que qualquer valoracdo faz € verdadeiro. Ainda
falando de outra forma, significa que € é uma tautologia. Similar-
mente:
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Otherwise put, it says that every valuation makes 6 true.
Otherwise put, it says that 6 is a tautology. Equally:

dE

diz que d é uma contradic¢ao.

11.7 °‘F’ versus ‘—’

Queremos comparar e constratar ‘€’ e ‘—’.

Observacdo: 4 £ 6 sse nao ha valoracao das letras sentenciais que
faca ol verdadeira e 6 falsa.

Observacdo: d — € é uma tautologia sse ndo existe valoragao
das letras sentenciais que faca 9/ — € falsa. Uma vez que o condi-
cional é verdadeiro exceto quando seu antecedente € verdaeiro e seu
consequente, falso, d — € € uma tautologia sse nao ha valoracido que
faca of verdadeira e € falsa. Combinando estas duas observacgdes, ve-
mos que § — 6 € uma tautologia sse d £ 6. Mas ha, de fato, uma
importante diferenca entre ‘€’ e ‘>’

—’ é um conectivo sentencial de LVF.
‘¢’ ¢ um simbolo do Portugués estendido.

De fato, quando ‘=’ é colocado entre duas sentengas de LVF, o
resultado é uma sentenca de LVF mais longa. Por outro lado, quando
usamos ‘¢’, formamos uma sentenca metalinguistica que menciona sen-
tencas de LVF.

Exercicios Praticos

A. Volte para suas respostas aos exercicios em §10A. Determine quais
eram tautologias, quais eram contradi¢des e quais eram nem tautolo-
gias nem contradigdes.

B. Use tabelas de verdade para determinar se estas sentencas sdo con-

juntamente satisfativeis ou sdo conjuntamente insatisfativeis:

1. A> A, -A—> -A, ANA, AV A
2. AVB,A—->C,B—C
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3. BA(CV A),A— B,~(BVC)
4. A> (BVvC(C),C— -4, A— -B

C. Use tabelas de verdade para determinar se cada argumento é valido
ou invalido.

1.A—-A.. A

2. A— (AN=-A) .. =4

3. AV (B— A)..-A— -B

4. AVB,BVC,-A.".BAC

5 (BANA)—> C,(CAA) - B..(CAB)—> 4

D. Determine se cada sentenca é uma tautologia, uma contradi¢ao ou
uma sentenca contingente, usando tabela de verdade completa.

-BAB

-DV D

(AANB)V (BAA)

=[4 — (B — A)]

A< [A— (BA-B)]
[(AAB) < B] - (A — B)

1A A ol S A

E. Determine se cada uma das sentencas seguintes sdo logicamente
equivalentes, usando tabela de verdade completas. Se duas sentencas
forem logicamente “equivalentes”, escreva equivalente. Caso contra-
rio, escreva “nao equivalentes”

1. Aand -4

2. AN-Aand -B < B

3. [AVB)vCC]and [AV (BV ()]
4. AV(BAC)and (AVB)A(AVC)
5 [AN(AVB)] > Band 4 —» B

F. Determine se cada uma das sentencas seguintes sdo logicamente
equivalentes, usando tabela de verdade completas. Se duas sentencas
forem logicamente “equivalentes”, escreva equivalente. Caso contra-
rio, escreva “nao equivalentes”

1. A—>Aand A< A
2. =(4 — B) and -4 — —-B
3. AV Band -4 — B
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4. A—>B) > Cand 4 — (B— ()
5 Ao (B C)and AN (BAC)

G. Determine se cada colecdo de sentencas é conjuntamente satisfati-
veis ou conjuntamente insatisfativeis, usando tabela de verdade com-
pleta.

1. AN-B,-(4—> B),B— A

2. AVB,A— —-A, B— —-B

3. °(mAVB),A—-C,A— (B— C)
4. A— B, AN-B

5 A—> (B—->C),A4—->B)—>C,A->C

H. Determine se cada coleciao de sentengas é conjuntamente satisfati-
veis ou conjuntamente insatisfativeis, usando tabela de verdade com-
pleta.

-B,A— B, A
-(AvB),A—>B,B— A

AV B, =B, -B — -4

Ao B,-BV-4,A— B
(AvB)vC,-AVvV-B,-CV -B

ANl

I. Determine se cada argumento € valido ou invalido, usando tabela
de verdade completa.

1. A—->B,B.". A

2. AoB,Bo(C. . A C
3 A—=B,A—-C..B—>C
4. A>B,B—-A. . A< B

J. Determine se cada argumento é valido ou invéalido, usando tabela
de verdade completa.

1. AV[A—> (A 4)] .. 4
AVB,BVC,-B..ANC
A— B,-A..-B

A, B..=(4— -B)
-(AAB),AVB,A— B..C

AN S
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K. Responda cada uma das questdes abaixo e justifique sua resposta.

1.

Suponha que o e & sdo logicamente equivalentes. O que pode-
mos dizer sobre o < %RB?

Suponha que (4 A $B) — 6 é nem tautologia nem contradicao.
A,B .. B é valido?

Suponha que d, % e 6 sdo conjuntamente insatisfativeis. O que
podemos dizer sobre (o A B A 6)?

Suponha que ¢ é uma contradicdo. O que podemos dizer sobre
se A,BE B?

Suponha que ‘6 é uma tautologia. O que podemos dizer sobre
se A,BE B?

Suponha que 4 e % sao logicamente equivalentes. O que pode-
mos dizer sobre (o Vv 9%)?

Suponha que d e 9B ndo sdo logicamente equivalentes. O que
podemos dizer sobre (o vV %)?

L. Considere o seguinte principio:

* Suponha que d e R sdo logicamente equivalentes. Suponha que

um argumento contém o (ou como premissa ou como conclu-
sao). A validade do argumento nao seria afetada, se substituis-
semos 9 por %.

Este principio é correto? Explique sua resposta.



CAPITULO 12

Atalhos na
tabela de

verdade

Com a pratica, rapidamente vocé torna-se-a apto a preencher as tabe-
las de verdade. Neste capitulo, queremos apresentar atalhos permiti-
dos que o ajudrao ao longo do percurso.

12.1 Trabalhando com tabelas de verdade

Vové descobrira rapidamente que vocé nao precisa copiar os valores
de verdade de cada sentenca, mas pode simplesmente se referir a eles
[but can simply refer back to them.]. Assim, podemos acelerar as coisas
escrevendo:

P Q| (PVQo-P
vV V V FF
V F V FF
F V V. VV
F F F FV

Certamente, vocé sabe também que a disjuncdo é verdadeira, sem-
pre que um dos disjuntos é verdadeiro. Assim, se vocé encontra um
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disjunto verdadeiro, ndo ha necessidade de considerar os valores de
verdade dos outros disjuntos. Assim, vocé poderia oferecer:

P Q‘(—!P\/—!Q)V—!P
V V| F FF FF

V F| F VV VF
F V \AY
F F \'AY%

Similarmente, com certeza, sabemos que uma conjuncéo é falsa, sem-
pre que um dos conjunctos é falso. Desse modo, se vocé encontra um
conjuncto falso, ndo ha necessidade de considerar o valor de verdade
dos outros conjunctos.

Q| -~ (PA-Q)A=P
A\ FF
F FF
V| IV F \'AY
F|V F \'AY%

o< <N

Um atalho similar esta disponivel para condicionais. Vocé sabe imedi-
atamente que um condicional é verdadeiro se o consequente é verda-
deiro ou o antecedente é falso. Desse modo, poderiamos apresentar:

P Q| (PoQ—>P)>P

vV V Vv
vV F Vv
F V v F V
F F v F V

Logo, ‘(P — Q) — P) — P’ é uma tautologia. De fato, é uma
instancia da Lei de Peirce, nomeada assim por causa de Charles Sanders
Peirce.

12.2 Teste para validade e acarretamento

Quando usamos tabelas de verdade para testar validade e acarreta-
mento, estamos checando as linhas ruins: as linhas onde as premissas
sao todas verdadeiras e a conclusdo falsa. Note:

* Qualquer linha onde a conclusdo é verdadeira ndo € uma linha
ruim.
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* Qualquer linha onde alguma premissa € falsa ndo é uma linha
ruim.

Uma vez que tudo que estamos fazendo é procurar pelas linhas ruins,
deveriamos ter em mente o seguinte: se vocé encontra uma linha ode
a conclusao é verdadeira, ndo precisamos avaliar qualquer outra coisa
nesta linha. Esta linha nao é definitivamente ruim. Da mesma forma,
se encontramos um linha onde alguma premissa é falsa, nao precisa-
mos avaliar qualquer outra coisa nesta linha.

Com isto em mente, considere agora como poderiamos testar a
validade do sehuinte argumento:

~L— (JVL),-L..]

A primeira coisa que deveriamos fazer é avaliar a conclusao. Se encon-
tramos que a conclusdo é verdadeira em alguma linha, entdo esta linha
nao é ruim. Desse modo, podemos simplesmente ignorar o resta da
linha. Assim, em nosso primeiro estagio, temos algo parecido com:

\ ~L—(JVL) \ -L \ J

=< <~

L
\'%
F
\'%
F

o < <

onde os lugares em branco indicam que nido precisamos se preocu-
par com mais investigacdes (uma vez que a linha nao é ruim) e as
interrogacoes indicam que precisamos continuar investigando.

A premissa mais facil de avaliar é a segunda, desse modo, a seguir,

fazemos isto:

J L|-L>(vL | -L]| ]
Y \Y
V F \%
F Vv F | F
F F ? vV | F

Perceba que ndo precisamos mais considerar a terceira linha da tabela:
ela ndo serd uma linha ruim, porque (pelo menos) uma das premissas
é falsa nesta linha. Por fim, completamos a tabela de verdade:
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J L|-L>(vL) | -L| ]
vV Vv \Y
V F \Y
F Vv F | F
F F|VF F |V |F
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A tabela de verdade ndo tem linhas ruins, portanto o argumento é
valido (qualquer valoragdo em que as premissas sao verdadeiras € uma
valora¢do em que a conclusdo é verdadeira).

Vale a pena ilustrar a tatica novamente. Vamos checar se o seguinte

argumento € valido

AV B,~(AA C),~(BA-D) .. (~C V D)

No primeiro estagio, determinamos o valor de verdade da conclusao.
Uma vez que ela é uma disjucdo, ela é verdadeira sempre que um dos
disjuntos é verdadeiro, assim podemos acelerar um pouco as coisas.
Podemos, entdo, ignorar qualquer linha, exceto aquelas poucos onde

a conclusio ¢ falsa.

A B C D|AVB|-(AAC) | ~(BA-D) | (~-CVD)
vV V V V \Y4
V V V F ? ? ? F F
V V F V \Y4
V V F F vV V
V F V V \Y4
V F V F ? ? ? F F
V F F V \Y4
V F F F VvV V
F VvV vV V \Y4
F V V F ? ? ? F F
F V F V A4
F V F F VvV V
F F VvV V A%
F F V F ? ? ? F F
F F F V A%
F F F F VvV V

Agora devemos avaliar as premissas. Usamos os atalhos onde é possi-

vel:
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A B C D|AVB| -(AAC) | =(BA=D) | (=CV D)
vV V V V \'4
vV V V F \'4 F V F F
V V F V \'4
V V F F vV V
V F vV V \'4
vV F V F A% F V F F
V F F V \'4
V F F F vV V
F v V V A\
F VvV V F \'4 V F F VV F F
F V F V Vv
F V F F vV V
F F VvV V A"
F F V F F F F
F F F V A"
F F F F vV V

Se nio tivéssemos usado atalhos, teriamos de escrever 256 ‘V’s ou ‘F’s
nesta tabela. Usando atalhos, tivémos de escrever apenas 37. Econ-
mizamos muito trabalho. Estivemos discutindo atalhos para testar va-
lidade logica, mas eaxatamente os mesmos atalhos podem ser usa-
dos para testar acarretamento. Empregando a no¢ao similar de linhas
ruins, podemos economizar um enorme trabalho.

Exercicios Praticos

A. Usando atalhos, determine se cada sentenca é uma tautologia, uma
contradi¢do ou nenhuma das duas.

-BAB

-Dv D

(AANB)V (BAA)

—[4 — (B — A)]

Ao [A— (BA-B)]
-(AAB) o A

A— (BvC(C)
(AA-4) - (BV C)
(BAD) & [Ade (AV C)]

© O STk ®



CAPITULO 13

Tabelas de
verdade

parciais

As vezes, ndo precisamos saber o que acontece em qualquer linha da
tabela de verdade. As vezes, uma linha ou duas sja sdo suficientes.

Tautologia. A fim de mostrar que uma sentenga é uma tautologia,
precisamos mostrar que ela é verdadeira em qualquer valoracdo. Ou
seja, precisamos saber que ela é verdadeira em qualquer linha da tabela
de verdade. Assim, necessitamos de uma tabela de verdade completa.

Para mostrar, entretanto, que uma sentenca ndo é uma tautologia,
s6 precisamos mostrar uma linha: uma linha na qual a sentenca é falsa.
Portanto, a fim de mostrar que alguma sentenca nao é uma tautologia,
é suficiente fornecer uma tnica valoracio — uma tnica linha da tabela
de verdade — que faca a sentenca falsa.

Suponha que queremos mostrar que a sentenca ‘(U A T) — (S A
W)’ ndo é uma tautologia. Estabelecemos uma TABELA DE VERDADE
PARCIAL

S T U W|UA)>(SAW)
| F
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Deixamos espago paenas para uma linha em vez de 16, porque estamos
somente procurando por uma linha na qual a sentenga é falsa. Por esta
mesma razao, colocamos ‘F’ para sentenca inteira.

O conectivo légico principal da sentenca é um condicional. Para
o condicional ser falso, o antecedente dever ser verdadeiro e o conse-
quente deve ser falso. Coloque estes valores na tabela:

S T U W|[UAT)>(SAW)
| V F F

Para ‘(U AT’ ser verdadeira, tanto ‘U’ como ‘T’ devem ser verdadei-
ras.

S T U W|[WUAT)>(SAW)
vV Vv | VVVF F

Agora, precisamos apenas tornar ‘(S AW)’ falsa. Para fazer isto, preci-
samos tornar pelo menos uma das sentencas ‘S’ e ‘W’ falsa. Podemos
fazer tanto ‘S’ como ‘W’ falsas, se quisermos. Tudo que importa é que
a sentenca inteira se torne falsa nesta linha. Tomando-se uma decisdo
arbitraria, teminamos a tabelas da seguinte forma:

S T U W] UAT)>(SAW)
F T T F|TTTFFFF

Agora temos uma tabela de verdade parcial que mostra que ‘(UAT) —
(S A W)’ ndo € uma tautologia. Falando de outra forma, mostramos
que existe uma valoracao gie faz ‘(U AT) — (S AW)’ falsa, a saber, a
valoracao que faz ‘S’ falsa, ‘7’ verdadeira, ‘U’ verdadeira e ‘W’ falsa.

Contradi¢ao. Mostrar que algo é uma contradi¢ido exige uma tabela
completa: precisamos mostrar que nao ha valoracao que faca a sen-
tenca verdadeira; ou seja, precisamos mostrar que a sentenca é falsa
em qualquer linha da tabela de verdade. Entretanto, para mostrar que
algo ndo é uma contradicdo, tudo que precisamos fazer é encontrar
uma valoracdo que faca a sentenca verdadeira e uma unica linha de
uma tabela de verdade sera suficiente. Podemos ilustrar isto com o
mesmo exemplo:

S T U W|UA)>(SAW)
| \'




CAPITULO 13. TABELAS DE VERDADE PARCIAIS 20

Para tornar a sentenca verdadeira, sera suficiente garantir que o ante-
cedente é falso. Uma vez que o antecedente é uma conjunc¢ao, podemos
tornar um dos conjunctos falso. Arbitrariamente, escolhemos tornar
‘U’ falsa; e, entdo, podemos atribuir qualquer valor de verdade que
quisermos as outrasletras sentenciais.

S T U W[ UAT)>(SAW)
F VF F|FFVVFFF

Equivaléncia. Para mostrar que duas sentencas sido equivalentes,
devemos mostrar que as sentencas t& o mesmo valor de verdade em
qualquer valoracao. Isto exige uma tabela de verdade completa.

Para mostrar que duas sentencas ndo sao equivalentes, apenas pre-
cisamos mostrar que existe uma valoracao na qual elas tém diferentes
valores de verdade. Assim, isto requer apenas uma tabela de verdade
parcial de uma linha: faca uma tabela de forma que uma sentenca seja
verdadeira e a outra, falsa.

Consisténcia. Para mostrar que algumas sentencas s3o conjunta-
mente satisfativeis, devemos mostrar que ha uma valora¢ao que torne
todas as sentencas verdadeiras, portanto isto exige apenas uma tabela
de verdade parcial com uma tnica linha.

Para mostrar que algumas sentencas sdo conjuntamente insatisfa-
tiveis, devemos mostrar que nao ha valoracido que faca todas as sen-
tencas verdadeiras. Isto requer uma tabela de verdade completa: vocé
deve mostrar que, em toda linha da tabela de verdade, pelo menos
uma das sentencas € falsa.

Validade. Para mostrar que um argumento é valido, devemos mos-
trar que nao ha valoracido que faca todas as premissas verdadeiras e
a conclusao falsa. Assim, isto exige uma tabela de verdade completa
(similarmente para acarretamento).

Para mostrar que um argumento é invdlido, devemos mostrar que
ha uma valoracdao que faca todas as premissas verdadeiras e a con-
clusao falsa. Desse modo, isto requer apenas uma tabela de verdade
parcial com uma unica linha na qual todas as premissas sao verdadei-
ras e a conclusdo é falsa (similarmente para acarretamento).

Esta tabela resume o que é requerido:
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Sim Nao
tautologia? completa parcial com uma linha
contradi¢ao? completa parcial com uma linha
equivalente? complete parcial com uma linha
satisfativel? parcial com uma linha completa
valido? completa parcial com uma linha
acarretamento? completa parcial com uma linha

Exercicios Praticos

A. Use tabelas de verdade parciais ou completas (conforme apropri-
ado) para determinar se estes pares de sentencas sdo logicamente equi-
valentes:

A, ~4
A, AV A
A— A, A A
AvV-B,A— B
AN—-A,-B < B
-(AAB),-AV -B
—|(A—>B), -4 — -B
(4—> B), (=B — —4)

S I Sl

B. Use tabelas de verdade parciais ou completas (conforme apropri-
ado) para determinar estas sentencas sio conjuntamente satisfativeis
ou conjuntamente insatisfativeis:

1. AANB,C — =B, C

A— B, B—C, A, -C
AVB,BVv(C,C— -4

A,B, C,-D, —E, F
AN(BVC),~(ANC),=(BAC)
A— B,B— C,-(4—- C)

Sk ® e

C. Use tabelas de verdade parciais ou completas (conforme apropri-
ado) para determinar se cada argumento é valido ou invalido:

1. AV[A—> (Ao 4)] .. 4
2. Ao -(BeoA). . A
3. A—B,B.. 4
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4. AVB,BVC,-B.".ANC
5 AoB B (C. . A< C

D. Determine se cada sentenga é uma tautologia, uma contradi¢ao ou
uma contingéncia. Justifique sua resposta com uma tabela de verdade
completa ou parcial conforme apropriado.

1. A— -4

A— (AN (AV B))

(4— B) & (B— 4)

A— —=(AA(AV B))

-B — [(wAAA)V B]
—(AV B) & (=4 A—-B)
[AAB)AC] — B
-[(C v 4) v B]
[(AANB)A=(AAB)|AC
(AANB)] = [(AANC)V (BAD)]

L oW ST s 2K

-
e

E. Determine se cada sentenca é uma tautologia, uma contradicao ou
uma contingéncia. Justifique sua resposta com uma tabela de verdade
completa ou parcial conforme apropriado.

=(4AV A)

(A— B)V (B — A)
[((4—B)—> 4] — 4
=[(4—> B)V (B — A)]
(AANB)V (AV B)
-(AAB) > A

A— (BvC(C)
(AN=-4) —> (BVO)

9. (BAD) o [Ae (AV 0)]
10. =[(4 — B) v (C — D)]

SR A

F. Determine se os seguintes pares de sentencas sdo logicamente equi-
valentes, usando tabelas de verdade completas. Se as duas sentencas
forem, de fato, equivalentes, escreva “equivalente”. Caso contrario,
escreva “nao equivalente”.
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1. Aand AV 4

Aand AN A

AV -Band A — B

(4 — B) and (=B — —4)

-(AAB)and -4V -B
((U—->XVvX))VvU)and -(X A(X AU))
((CA(N & C)) & C) and (=N — O)
[(AVB)AC]and [AV (B AC)]

9. (LAC)AI)and LV C

A Al i
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G. Determine se cada colecdo de sentencas é conjntamente satisfativel
ou conjuntamente insatisfativel. Justifique sua resposta com uma tabela

de verdade completa ou parcial conforme apropriado.

A— A, —A— A, ANA, AV A
A—>—|A,—|A—>A

AVB,A— C,B—C
AvVB,A—C,B— C,-C
BA(CVA,A— B,~(BVC(C)
(A>B)—>B,B—> (A< B),AVB
A< (Bv(C),C— -4, A— —-B
A< B,-BvV-4,A— B

A< B, A— C,B— D,-(CVD)
-(AA-B), B— -4, -B

P@ XN @

=

H. Determine se cada argumento é valido ou invalido. Justifique sua
resposta com uma tabela de verdade completa ou parcial conforme

apropriado.

A— (AN=A) .. -A
AVB,A—>B,B—>A..A— B

AV (B— A4)..-4A— -B
AVB,A—-B,B—>A. . ANB

(BANA) - C,(CANA) —-B..(CAB)—> 4
-(mAV-B),A—-C..A— (B— ()
AN(B— C),-CA (=B ——4)..CA-C
AANB,-4A—-C,B—>-D..AVB
A—B..(AANB)V (=AA-B)

-A— B-B—>C,~-C—>A..-4— (=BV-(C)

L PN

=
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I. Determine se cada argumento é valido ou invalido. Justifique sua
resposta com uma tabela de verdade completa ou parcial conforme
apropriado.

Ao ~(BeoA). . A

AVB,BVvC,-A.".BAC
A—>C,E—-(DVB),B—-D..(AvC)V(B— (EAD))
AVB,C—>A4,C—->B..4A— (B—-C()
A—B,-BVA..A< B

AL L S



PARTE IV

Deducao
natural para
LVF



CAPITULO 14

A ideia de
deducdao
natural

Voltando a §2, dissemos que um argumento é valido sse ndo ha caso
no qual todas as premissas sdo verdadeiras e a conclusao é falsa.

No caso de LVF, isto nos levou a desenvolver as tabelas de ver-
dade. Cada linha da tabela de verdade completa corresponde a uma
valoragdo. Assim, quando confrontados com um argumento fr LVF,
temos uma forma bastante direta de avaliar se hd uma valoracdo na
qual as premissas sdo verdadeiras e a conclusdo € falsa: use a tabela
de verdade.

Entretanto, as tabelas de verdade nio nos dao necessariamente
muitos insight. Considere dois argumentos em LVF:

PvQ,-P..0Q
P—Q,P..Q

Claramente, estes sao argumentos validos. Vocé pode confirmar que
eles sdo validos, contruindo tabelas de verdade com quatro linhas,
mas poderiamos dizer que eles usam diferentes formas de raciocinio.
Poderia ser interessante levar em conta estas formas diferentes de in-
ferancia.
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Um objetivo de um sistema de dedu¢ao natural é mostrar que argu-
mentos particulares sao validos, de forma que nos ajude a entender
o raciocinio que os argumentos poderiam envolver. Come¢amos com
regras bastante basicas de inferéncia. Estas regras podem ser combina-
das para oferecer argumentos mais complicados. De fato, com apenas
um pequeno pacote inicial de inferéncia, esperamos capturar todos os
argumentos validos.

Isto ¢ uma forma muito diferente de pensar sobre argumentos.

Com as tabelas de verdade, consideramos diretamente formas dis-
tintas para tornar sentencas verdadeiras ou falsas. Com sistemas de
deducdao natural, manipulamos sentencas de acordo com as regras
que estabelecemos como boas regras. Sistema de deducdo natural
promete-nos dar um melhor insight — ou pelo menos, um insight dife-
rente — sobre como os argumentos funcionam.

A mudanca para deducdo natural poderia ser motivada por mais
do que a busca por insight. Ela poderia também ser motivada por
necessidade. Considere:

A1—>C1.'.(Al/\Ag/\AgAA4/\A5)—>(C'1VCQVC'3VC4VC5)

Para testar a validade deste argumento, poderiamos usar uma tabela
de verdade com 1024 linhas. Se vocé fizer isso corretamente, entdao
vocé vera que nao ha linha na qual todas as premissas sdo verdadeiras
e na qual a conclusdo é falsa. Assim, vocé saberd que o argumento
é valido (mas, como justamente mencionado, h4 um sentido no qual
vocé nao sabera por que o argumento € valido). Mas agora considere:

A1 — Cr .. (Al/\AQ/\Ag/\A4/\A5/\A6/\A7/\A8/\A9/\A10)—)
(CtvCyVvC3VvCyVCsVvCsVCrVvQGgV CyV Crp)

Este argumento também é valido — como vocé provavelmente dira
—, mas para testar isso é requerido uma tabela de verdade com
220 = 1048576 linhas. Em tese, podemos configurar uma maquina
para analisar as tabelas de verdade e informar quando terminar. Na
pratica, argumentos complicados em LVF podem tornar-se intratduveis,
se usarmos tabelas de verdade.

Nao obstante, quando chegarmos a logica de primeira ordem
(LPO) (comec¢ando no capitulo 21), o problema ficara dramaticamente
pior. Nao ha nada como teste de tabela de verdade para (LPO). Para
avaliar se um argumento é valido ou nao, temos de raciocinar sobre
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todas as interpretacdes, mas, como veremos, ha infinitas interretacdes
possiveis.Nem mesmo em tese podemos configurar uma méquina para
analisar as infinitas interpretagdes possiveis e informar quando termi-
nar: ela nunca terminara. Precisamos criar uma maneira mais eficiente
de raciocinar sobre todas as interpreta¢cdes ou precisamos procurar
algo diferente.

De fato, ha sistemas que codificam maneiras de raciocinar sobre
todas as interpretagdes. Eles foram desenvolvidos nos anos 1950 por
Evert Beth e Jaakko Hintikka, mas ndo seguiremos este caminho. Em
vez disso, olharemos para dedugdo natural.

Em vez de raciocinar diretamente sobre todas as valoracdes (no
caso de LVF), tentaremos selecionar algumas regras basicas de infe-
réncia. Algumas delas governardo o comportamento dos conectivos
sentenciais. Outras governarao o comportamento dos quantificadores
e da identidade que sdao marcas registradas de LPO. O sistema de
regras resultante dar-nos-do uma nova maneira de pensar sobre a vali-
dade de argumentos. O desenvolvimento moderno de dedugao natural
é datado a partir de artigos publicados simultanea e independente-
mente por Getzen Gerhard and Stanislaw Jaskowski (1934). Todavia,
o sistema de deducao natural que iremos considerar é amplamente ba-
seado em torno do trabalho de Frederic Fitch (publicado primeiro em

1952).



CAPITULO 15
Regras basicas
para LVEF

Desenvolveremos um sistema de DEDUCAO NATURAL. Para cada co-
nectivo, havera regras de INTRODUCAO, que nos permite provar uma
sentenca que tem este conectivo como o operador légico principal e re-
gras de ELIMINACAO, que nos permite provar algo dada uma sentenca
que tem este conectivo como operador logico principal.

15.1 A ideia de uma prova formal

Uma prova formal é uma sequéncia de sentencas, algumas das quais
sdo marcadas como sendo suposi¢des iniciais (ou premissas). A ul-
tima linha da prova formal é a conclusio (doravante, chamaremos
simplesmente estas rovas’, mas vocé deveria estar consciente que ha
também provas informais).

Como uma ilustracdo, considere:

-(AV B)..-AA-B

Comecaremos uma prova, escrevendo a premissa:

1| -(4v B)

Perceba que numeramos a premissa, uma vez que queremos referir-
nos a premissa novamente. De fato, qualquer linha na prova é nume-
rada, de forma que podemos referir-nos novamente.
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Note também que tragamos uma linha embaixo da premissa. Tudo
escrito acima da linha é uma suposicdo. Qualquer coisa escrita abaixo
da linha sera algo que se segue das suposi¢des ou sera alguma nova
suposicao. Esperamos concluir ‘-4 A =B’; desse modo, esperamos,
enfim, concluir nossa prova com

n -AA-B

para algum ntimero z. Nao importa em qual nimero de linhas termi-
namos, mas, obviamente, prefeririamos uma prova curta a uma longa.
Similarmente, suponha que desejassemos considerar:

AV B,=(AANC),-(BA=D)..-CVD

O argumento tem trés premissas, assim comec¢amos escrevendo todas,
numerando-as e desenhando um linha debaixo delas:

e esperamos concluir com alguma linha:

n ‘ﬁCVD

Tudo que resta fazer é explicar cada uma das regras que podemos
usar ao longo do percurso das premissas a conclusdo. As regras sao
separadas pelos nossos conectivos logicos.

15.2 Reiteracao

A primeira regra é tao incrivelmente 6bvia que é surpreendente que
nos importamos com ela.

Se vocé ja mostrou algo no curso de uma prova, a regra de reitera¢do
permite que vocé repita-o em uma nova linha. Por exemplo:

4 |ANB

10 | ANB R4
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Isto indica que escrevemos ‘4 A B’ na line 4. Agora, em uma linha
posterior, — linha 10, por exemplo —, decidimos que queremos repe-
tir isto. Assim, escrevemo-la novamente. Também adicionamos uma
citacdo que justifica o que escrevemos. Neste caso, escrevemos ‘R’ para
indicar que estamos usando a regra de reiteragao e escrevemos ‘4’ para
indicar a regra foi aplicada a linha ‘4’.

Aqui estd uma expressdo geral da regra:

m | A
d Rm

O ponto é que, se qualquer sentenca ¢ ocorre em alguma linha,
entdo podemos repetir 9 em linhas posteriores. Cada linha de nossa
prova deve ser justificada por alguma regra e aqui temos ‘R m’. Isto
significa: Reiteracao, aplicada a linha m.

Duas coisas precisam ser enfatizadas. Em primeiro lugar, ‘s’ nao
€ uma sentenca de LVF. Em vez disso, ele é um simbolo na metalin-
guagem, que usamos quando queremos falar sobre qualquer sentenca
de LVF (veja §7). Em segundo lugar, da mesma forma, ‘m’ ndo é um
simbolo que aparecera em uma prova. Em vez disso, ele é um simbolo
na metalinguagem, que usamos quando queremos falar sobre qualquer
linha de uma prova. Em uma prova real, as linhas sio numeradas por
‘1’, ‘2, ‘3’ e assim por diante. Mas quando definimos a regra, usamos
variaveis como ‘m’ para sublinhar o ponto ao qual a regra pode ser
aplicada em qualquer momento.

15.3 Conjuncao

Suponha que desejamos provar que Ludwig é tanto reacionario como
libertario. Uma maneira 6bvia de fazer isto seria como se segue: pri-
meiro, mostre que Ludwig é reacionario; entdo mostre que Ludwig é
libertario; depois coloque estas duas demonstragdes juntas para obter
a conjuncao.

Nosso sistema de deduc¢ao natural capturara este pensamento di-
retamente. No exemplo dado, poderiamos adotar a seguinte chave de
simbolizac¢io:

R: Ludwig é reacionario
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L: Ludwig é libertario

Talvez estejamos trabalhando através de uma prova e obtivemos ‘R’
na linha 8 e ‘L’ na linha 15. Entdo, na linha subsequente, podemos
obter ‘R A L’ desse modo:

8 |R
15 | L
RAL A8, 15

Note que qualquer linha de nossa prova deve ser uma suposi¢do ou
deve ser justificada por alguma regra. Citamos ‘Al 8, 15’ aqui para
indicar que a linha é obtida pela regra de introdu¢ao da conjuncao
(AI) aplicada as linhas 8 e 15. Da mesma forma, podedriamos obter
também:

8 | R
15 | L
LAR AI15,8

com a citagdo invertida para refletir a ordem dos conjunctos. Falando
de forma mais geral, aqui estd nossa regra de introdugao:

m | A
n | P

ANB ANl m,n

Esclarecendo, o enunciado da regra é esquemdtica. Ele nado é uma
prova em si. ‘?f’ e ‘%’ nao sdo sentencas de LVF. Em vez disso, eles
sao simbolos na metalinguagem, que usamos quando queremos falar
sobre qualquer sentenca de LVF (veja §7). Similarmente, ‘m’ e ‘a2’ nao
sdo numerais que aparecem em qualquer prova real. Em vez disso,
eles sdo simbolos na metalinguagem, que usamos quando queremos
falar sobre qualquer linha de qualquer prova. Na prova real, as linhas
sao numeradas ‘1’, 2’, ‘3’ e assim por diante, mas quando definimos
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a regra, usamos variaveis para enfatizar que a regra pode ser aplicada
a qualquer momento. A regra requer apenas que tenhamos ambos
conjunctos disponiveis em algum lugar na prova. Eles podem ser se-
parados um do outro e eles podem aparecer em qualquer ordem.

A regra é chamada introdu¢ao da conjuncao, porque ela introduz o
simbolo ‘A’ na nossa prova onde ele poderia estar ausente. De forma
semelhante, temos a regra que elimina este simbolo. Suponha que mos-
tramos que Ludwig é tanto reacionario como libertario. Vocé tem o
direito [You are entitled to] de concluir que Ludwig é reacionario. Da
mesma forma, vocé tem o direito de concluir que Ludwig é libertario.
Agrupando isto, obtemos nossa(s) regra(s) de eliminacdo da conjun-
cao:

m | ANB
A AE m
e também:
m | ANB
B AE m

O ponto é simplesmente que, quando vocé tem uma conjun¢ao em
alguma linha de uma prova, vocé pode obter um dos conjunctos por
AE. Um ponto que vale a pena enfatizar: vocé s6 pode aplicar esta
regra quando a conjungao é o operador légico principal. Desse modo,
vocé nao pode inferir ‘D’ a partir de ‘C vV (D A E)”!

Mesmo com apenas estas duas regras, podemos comegar a ver
algum poder de nosso sistema formal de prova. Considere:

[(AVB) - (CVD)]A[(EVF)— (GV H)]
SO [(EVF) > (GVH)]A[(AVB) — (CvV D)

O operador légico principal tanto na premissa como na conclusio
deste argumento é ‘A’. A fim de fornecer uma prova, comecamos escre-
vendo a premissa, que € nossa suposi¢ao. Tracamos uma linha debaixo
dela: tudo depois desta linha deve seguir-se das nossas suposi¢des por
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meio (de aplicagoes reiteradas de) nossas regras de inferéncia. Assim,
o inicio da prova tem o seguinte aspecto:

1 | [(AVB) - (CVD)]A[(EVF)— (GV H)]

A partir da premissa, podemos obter vada um dos conjunctos, apli-
cando AE. A prova tem o seguinte aspecto:

1 | [(AVB) - (CVD)]A[(EVF)— (GV H)]
2 | [(AVvB)— (CVvD)] AE 1
|[(EVF)—> (GV H)] AE 1

So by applying the AI rule to lines 3 and 2 (in that order), we arrive
at the desired conclusion. The finished proof looks like this:

1|[(AvB)—> (CVD)A[(EVF)— (GV H)]

2 | [(AVvB)— (CVvD)] AE 1
|[(EVF)—> (GV H)] AE 1
4

[(EVF)—> (GVH)A[(AVB) > (CVvD)] AlL32

Isto é uma prova muito simples, mas ela mostra como podemos en-
cadear as regras de prova em provas mais longas. A proposito [in
passing], observe que investigar este argumento usando tabela de ver-
dade teria exigido 256 linhas; nossa prova formal exigiu 4 linhas.

Vale a pena dar um outro exemplo. Voltando a §10.3, notamos que
este argumento € valido:

AN(BAC). . (AANB)AC

Para dar uma prova que corresponda a este argumento, come¢amos
escrevendo:

1 | AANBACQC)

A partir da premissa, podemos obter cada um dos conjunctos, apli-
cando AE duas vezes. Podemos, entdo, aplicar AE mais duas vezes,
assim nossa prova é:
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1 |AABACQC)

2 | A AE 1
3| BAC AE 1
4 | B AE 3
51C AE 3

Mas, felizmente, agora podemos reintroduzir conjun¢des na ordem que
desejamos, de forma que nossa prova final é:

1 |AABACQC)

2 | A AE 1
3| BAC AE 1
4 | B AE 3
51C AE 3
6 | ANB AL 2, 4
71 AAB)YAC ALGS

Lembre-se que nossa definicdo oficial de sentencas em LVF apenas
permitia conjun¢des com dois conjunctos. A prova justamante dada
sugere que poderiamos excluir os parénteses internos em todas nos-
sas provas. Entretanto, isto ndo é padrdo. Em vez disso, manteremos
nossas convenc¢des mais austeras sobre parénteses (embora ainda per-
mitiremos a exclusdo dos parénteses mais externos, o que torna as
coisas mais legivel).

Daremos uma ilustracdo final. Ao usar a regra Al, nao ha qualquer
exigéncia para aplica-la a diferentes sentencas. Portanto, se quisermos,
podemos formalmente provar ‘4 A A’ a partir de ‘4’ dessa forma:

1]4
2 14r4 AIL1

Simples, mas efetivo.
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15.4 Condicional
Considere o seguinte argumento:

Se Jane € esperta, entdo ela é rapida.
Jane é esperta.
.". Jane é rapida.

Certamente, este argumento € valido e sugere diretamente uma regra
de eliminacdo do condicional (—E):

m|d—B
n | A
9B —E m, n

Esta regra é também modus ponens. Novamente, isto é uma regra de
eliminacdo, porque ela permite a obtencdo de uma sentenca que pode
nao conter ‘—’, depois de iniciarmos com uma sentenca que continha
‘=’ como operador légico principal. Note que o condicional § — %
e o antecedente 9 podem ser separados um do outro na prova e eles
podem ocorrer em qualquer ordem. Todavia, na citacdo para —E,
sempre citamos o condicional primeiro, seguido pelo antecedente.

A regra para introdu¢ao do condicional é também muito facil de
dar uma motivacdo. O seguinte argumento deveria ser valido:

Ludwig € reacionario. Portanto, se Ludwig é libertario,
entdo Ludwig é reacionario e libertario.

Se alguém duvidasse que isto era valido, poderiamos tentar convencé-
lo do contrario, explicando da seguinte forma:

Assuma que Ludwig € reacionario. Ora, além disso assuma
que Ludwig é libertario. Entao, pela introduc¢ao da conjun-
cdo — que acabamos de discutir —, Ludwig é reacionario
e libertario. E calro, isto é um condicional na suposigao de
que Ludwig é libertario. Mas isto justamente significa que
se Ludwig ¢ libertario, entdo ele é reacionario e libertario.
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Transferindo para o formato de deducao natural, aqui estd o padrao
de raciocinio que acabamos de usar. Come¢amos com uma premissa,
‘Ludwig é reacionario’, assim:

1|R
A préoxima coisa que fizemos é assumir uma suposicdo adicional
(‘Ludwig é libertario’), para o propésito do argumento. Para indicar
que nao estamos mais lidando meramente com a suposicao inicial (‘R’),

mas com alguma suposicao adicional, continuamos a prova como se
segue:

[T
Note que nao estamos reivindicando, na linha 2, ter provado ‘L’ a par-
tir da linha 1, assim ndo escrevemos nesta linha qualquer justificacao
para a suposi¢ao adicional na linha 2. Todavia, precisamos marcar que
ela é uma suposicao adicional. Fazemos isto, tracando uma linha sob
esta suposicdo (para indicar que ela é uma suposicdo) e recuando-a
[indenting it] por meio da linha vertical (para indicar que ela é adicio-
nal).

Com esta suposicdo extra a disposi¢cdo, estamos em posicao de
usar AL. Assim, podemos continuar nossa prova:

1|R
2 L
3 RAL Al 2

Desse modo, mostramos que, dada a suposi¢ao adicional, ‘L’, pode-
mos obter ‘R A L’. Portanto, podemos concluir que se ‘L’ ocorre,
entdo ‘R A L’ ocorre. Ou, de forma mais breve, podemos concluir
‘L - (RAL):
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1|R

2 _L

3 RAL ALl 2
4 |L—> (RAL) —I12-3

Observe que recuamos e voltamos a usar aquela linha vertical a es-
querda. Noés descartamos a suposicao adicional,’L’, uma vez que o pro-
prio condicional se segue da nossa suposi¢ao original, ‘R’. O padrao
geral que estd funcionando aqui é o seguinte. Em primeiro lugar, faca
uma suposicao adicional, d; e desta suposicao adicional, provamos %.
Neste caso, sabemos o seguinte: Se o é verdadeira, entdo 9 é verda-
deira. Isto estd previsto na regra de introdugao do condicional:

i d
¥i B
d—-RB —li-j

Podem existir muitas linhas ou poucas linhas entre as linhas i e j.
Sera til oferecer uma segunda ilustracao mostrando o funciona-
mento de —I. Suponha que desejamos considerar o seguinte:

P—>00Q0—>R..P>R

Comecamos listando nossas premissas. Entao, uma vez que queremos
chegar a um condicional (a saber, ‘P — R’), temos de assumir, além
disso, o antecedente deste condicional. Portanto, nossa prova principal
comega:

1| P—>0
2|1 0—-R

1

Note que temos ‘P’ disponivel, quando a tratamos como uma suposi-
cao adicional, mas, agora, podemos usar —E na primeira premissa.
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Isto produzira ‘Q’. Podemos, entdo, usar —E na segunda premissa.
Portanto, assumindo ‘P’, fomos capazes de provar ‘R’, logo aplicamos
a regra —I — descartando ‘P’ — e terminamos a prova. Colocando
tudo isto junto, temos:

1 |P—-Q
2|10—-R

3 p

4 0 —-E1,3
5 R —E 24
6 | P>R —I35

15.5 Suposi¢oes adicionais e subprovas

A regra de —I invocou a ideia de fazer suposi¢des adicionais. Estas
suposi¢des precisam ser manuseadas com algum cuidado.
Considere esta prova:

o

Isto esta perfeitamente de acordo com as regras que ja estabelecemos e,
particularmente, nao deveria parecer estranho. Uma vez que ‘B — B’
é uma tautologia, nenhuma premissa particular deveria ser exigida

= W N

—I12-3

para prova-la.
Mas suponha que tentassemos continuar a prova como se segue:
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1|4

2 _B

3 B R2

4 |B—>B —I2-3

5 |B tentativa improépria
de invocar —E 4, 3

Se fosse permitido fazer isto, seria um desastre. Seria permitido pro-
var qualquer letra sentencial a partir de qualquer outra letra senten-
cial. Todavis, se vocé me diz que Anne é rapida (simbolizada por
‘A’), nao deveriamos ser capazes de concluir que a Rainha Boudica
encontrava-se a seis metros de altura (simbolizada por ‘B’)! Temos de
ser proibidos de fazer isto, mas como devemos implementar a proibi-
cao?

Podemos descrever o processo de fazer uma suposi¢ido adicional
como o processo de executar uma subprova: uma prova subsidiaria [au-
xiliar] dentro da prova principal. Quando come¢amos uma subprova,
desenhamos uma outra linha vertical para indicar que ndo estamos
mais na prova principal. Entdo, escrevemos [na linha] da suposicao
na qual a subprova sera baseada. Uma subprova pode ser pensada es-
sencialmente como levantando esta questao: o gue poderiamos mostrar,
se fizermos também esta suposi¢ao adicional?

Quando estamos trabalhando dentro da subprova, podemos
referirnos a suposicao adicional que fizemos ao introduzir a subprova
e a qualquer coisa que obtivemos a partir de nossas suposicdes inici-
ais (afinal das contas, estas suposicoes originais ainda estao valendo).
Em algum momento, porém, desejaremos parar de trabalhar com a
suposicao adicional: desejaremos retornar da subprova para a prova
principal. Para indicar que retornamos para a prova principal, a linha
vertical da subprova termina. Neste ponto, dizemos que a subprova
esta fechada. Depois de fechar uma subprova, deixamos de lado a su-
posicao adicional e, assim, sera ilegitimo inferir qualquer coisa que
dependa desta suposi¢ao adicional. Assim, estipulamos:
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Para citar uma linha individual ao aplicar uma regra

1. a linha deve vir antes da linha onde a regra é aplicada,
mas

2. nao ocorre dentro de uma subprova que foi fechada antes
da linha onde a regra € aplicada

Esta estipulacdo exclui a tentativa desastrosa de prova acima. A
regra de —E requer que citemos duas linhas individuais anteriores
na prova. Na suposta prova acima, uma das linhas (a saber, linha 4)
ocorre dentro de uma subprova que foi fechada (na linha 5). Isto é
iligitimo.

O fechamento de uma suprova é chamado DESCARTE das suposi-
coes desta subprova. Assim, podemos apresentar o ponto dessa forma:
v0¢ ndo pode se referir a qualquer coisa que foi obtida usando suposicoes des-
cartadas.

Subprovas permite-nos, entdo, a pensar sobre o que poderiamos
mostrar, se fizéssemos suposi¢oes adicionais. A questdo a ser tirada
disto ndo é surpreendente — no curso de uma prova, temos de acompa-
nhar cuidadosamente quais suposicdes estamos fazendo, em qualquer
dado momento. Nosso sistema de prova faz isso de forma bastante gra-
fica (de fato, é precisamente por isso que escolhemos usar este sistema
de prova).

Uma vez que comegamos a pensar sobre o que podemos mostrar
ao fazer suposicoes adicionais, nada nos impede de levantar a ques-
tao sobre o que poderiamos mostrar se fizéssemos novas suposicoes.
Poderiamos ser motivados a introduzir uma subprova dentro de uma
subprova. Aqui estd um exemplo que apenas usa as regras de prova
que consideramos até agora:
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1|4

2 _B

3 c

4 ANB A1, 2
5 C — (AAB) —13-4
6 | B> (C—>(AAB) —I12-5

Perceba que a citacao na linha 4 refere-se a suposicao inicial (na linha
1) e a uma suposi¢ado de uma subprova (na linha 2). Isto esta perfeita-
mente correto, uma vez que nenhuma suposi¢ao foi descartada ainda
(o fechamento ocorre na linha 4).

Novamente, porém, precisamos acompanhar cuidadosamente o
que estamos assumindo em qualquer dado momento. Suponha que
tentassemos continuar a prova como se segue:

B— (C—->(AAB)) —I12-5

1|4

2 _B

3 c

4 ANB AL 1,2
5 C — (AAB) —I 34
6

7

C — (AAB) tentativa imprépria

de invocar —I 3—4

Isto seria horrivel. Se lhe contarmos que Anne é esperta, vocé nao
deveria ser capaz de inferir que se Cath é esperta (simbolizada por
‘C’), entao Anne € esperta ¢ a Rainha Boudica encontrava-se a 6 metros
de altura. Mas isto é exatamente o que uma tal prova sugere, se isso
fosse permitido.

O problema essencial é que a subprova que comecava com a su-
posicao ‘C’ depende crucialmente do fato que tinhamos assumido ‘B’
na linha 2. Na linha 6, descartamos a suposi¢ao ‘B’: paramos de nos
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perguntar o que poderiamos mostrar, se também assumissemos ‘B’.
Assim, é simplesmente uma trapaca tentar obter a linha 7 da sub-
prova que comeca com a suposi¢do ‘C’. Desse modo, estipulamos,
como antes, que uma subprova pode apenas ser citada em uma linha
se ela ndo ocorre dentro de alguma subprova que ja esta fechada nesta
linha. A tentativa desastrosa de prova viola esta estipulacdo. A sub-
prova das linhas 3—4 ocorre dentro de uma subprova que termina na
linha 5. Assim, ela ndo pode ser invocada na linha 7.
Aqui estd um outro caso que temos de excluir:

1|4

2 _B

3 Cc

4 BAC AI2,3

5 Cc AE 4

6 | B—>C tentativa impropria
de invocar —I 2-5

Aqui estamos tentando citar uma subprova que comeca na linha 2 e
termina na linha 5 — mas a sentenca na linha 5 depende ndo s6 da
suposicao na linha 2, mas também de uma outra suposi¢ao (linha 3)
que niao descartamos no fim da subprova. A subprova iniciada na
linha 3 ainda esta aberta na linha 3. Mas —I requer que a tltima linha
da suprova conte apenas com a suposicdo da subprova a ser citada, ou
seja, a subprova que inicia na linha 2 (e qualquer coisa antes dela) e
nao conte com as suposi¢es de quaisquer subprovas dentro dela. Em
particular, a tltima linha da subprova citada nao deve se encontrar
dentro de uma subprova aninhada.
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Para citar uma subprova ao aplicar uma regra:

1. asubprova citada deve vir inteiramente antes da aplicacao
da regra onde ela é citada,

2. asubprova citada nao deve se encontrar dentro de alguma
outra subprova citada que esta fechada na linha em que
ela é citada, e

3. aultima linha da subprova citada nao deve ocorrer dentro
de uma subprova aninhada.

Um tultimo ponto que deve ser enfatizado é como as regras podem
ser aplicadas: onde uma regra requer que vocé cite uma linha indivi-
dual, vocé nao pode citar uma subprova; e onde ela requer que vocé
cite uma subprova, vocé nio pode citar um linha individual. Desse
modo, isto é incorreto:

1|4

2 _B

3 c

4 BAC AL2,3

5 Cc NE 4

6 C tentativa improépria
de invocar R 3-5

71 B—>C —12-6

Aqui, tentamos justificar C na linha 6 pela regra de reiteracao, mas
citamos a subprova nas linhas3—5 com ela [sentenca C]. Esta subprova
esta fechada e, a principio, pode ser citada na linha 6 (por exemplo,
poderiamos uséa-la para justificar C — C por —I). Mas a regra de
reiteracdo R requer que vocé cite uma linha individual, assim citar a
subprova inteira é inadmissivel (mesmo se esta subprova contiver a
sentenca C que desejamos reiterar).
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E sempre permitido abrir uma subprova com qualquer suposic¢ao.
Todavia, ha alguma estrtégia envolvida na escolha de uma suposicao
util. Comecar uma subprova com uma suposi¢ao arbitraria e excén-
trica apenas desperdicaria linhas da prova. A fim de obter, por exem-
plo, um condicional por meio de —I, devemos assumir o antecedente
do condicional em uma subprova.

Similarmente, é sempre permitido fechar uma subprova (e descar-
tar as suposicoes dela). Entretanto, ndo serd de qualquer ajuda fazer
isto, até que vocé tenha chegado a algo util. Uma vez que a subprova
esta fechada, vocé pode somente citar a subprova inteira em qualquer
justificacdo. Aquelas regras que exigem uma subprova ou subprovas,
por sua vez, requerem que a ultima linha da subprova seja uma sen-
tenca de alguma forma ou outra. Por exemplo, é somente permitido
citar um subprova para —I, se a linha que vocé esta justificando é da
forma 9 — 9B, o é a suposicao de sua subprova e 9B € a tltima linha
de sua subprova.

15.6 Biconditional

As regras para o bicondicional serdo uma versao em duas etapas das
regras para o condicional.

A fim de provar ‘W < X’, por exemplo, devemos ser capazes de
provar ‘X’ supondo ‘W’ ¢ de provar ‘W’ supondo ‘X’. A regra de
introducdo do bicondicional («<I), portanto, requer duas subprovas.
De forma esquematica, a regra trabalha dessa forma:

i d
el
k B
anr
deoRB oli—j, k-l

Podem existir tantas linhas quanto vocé quiser entre i e j e tantas
linhas quanto vocé quiser entre £ e /. Ademais, as subprovas podem
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aparecer em qualquer ordem e a segunda subprova nao precisa apare-
cer imediatamente depois da primeira.

A regra de eliminacdo do bicondicional («>E) permite que vocé
faca um pouco mais que a regra do condicional. Se vocé tem a sub-
sentenca a esquerda do bicondicional, vocé pode obter a subsentenca
a direita. Se vocé tem a subsentenca a direita, vocé pode obter a sub-
sentenca a esquerda. Desse modo, é permitido:

m | A B
n | A
9B —Em, n

and equally:

m | d B
n | B
/] —FE m, n

Note que o bicondicional e a metade a direita ou a metade a es-
querda podem ser separadas uma da outra e podem aparecer em qual-
quer ordem. Entretanto, na citagdo de «<>E, sempre citamos o bicon-
dicional primeiro.

15.7 Disjuncao

Suponha que Ludwig seja reacionario. Entao, Ludwig é racionario ou
libertario. Afinal da contas, dizer que Ludwig € reacionario ou liber-
tario é dizer algo mais fraco do que dizer que Ludwig é reacionario.
Vamos enfatizar este ponto.Suponha que Ludwig seja reacionario.
Segue-se que Ludwig é ou reacionario ou uma laranja. Da mesma ma-
neira, segue-se que ox Ludwig é reacionario ou que laranjas sdo as
unicas frutas. Similarmante, segue-se que ou Ludwig € reacionario ou
que Deus estda morto. Muitas destas [inferéncias] sao inferéncias es-
tranhas, mas ha nada de logicamente errado com elas (mesmo se elas
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violem talvez todos os tipos de normas implicitas de conversagao).
Armados com tudo isso, apresentamos a(s) regra(s) de introdugao
da disjuncao:

m | A
AV A vl m
e
m | A
BvVdA vl m

Note que 9B pode ser qualquer sentenca, assim o seguinte é perfei-
tamente aceitavel:

1| M
2 | MV([(Ao B) - (CAD)] < [EAF]) VI1

Usar uma tabela de verdade para mostrar isto teria tomado 128 linhas.

Nao obstante, a regra de eliminacdo da disjun¢do é uma pouco
mais complicada. Suponha que Ludwig é reacionario ou ele é liberta-
rio. O que podemos concluir? Nao podemos concluir que Ludwig seja
reacionario; em vez disso, poderia ser o caso que ele seja libertario.
Igualmente, ndo podemos concluir que Ludwig seja necessario; pois,
ele poderia ser apenas reacionario. Disjuncdes em si sao dificeis de se
trabalhar.

Mas suponha que poderiamos, de alguma forma, mostrar ambas
seguintes coisas: em primeiro lugar, o fato de Ludwig ser reaciona-
rio acarreta que ele seja um economista austriaco; em segundo lugar,
o fato de Ludwig acarreta libertario que ele seja um economista aus-
triaco; Entao, se sabemos que Ludwig é ou reacionario ou libertario,
entdo sabemos que, seja o que ele for, Ludwig é um economista aus-
triaco. Este insight pode ser expresso na seguinte regra, que € a nossa
regra de eliminacdo da disjun¢ao (VE):
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m |AVAB
i d
j B
k B
L e
G VE m, i—j, k-l

Isto é obviamente uma pouco mais abstruso de escrever do que
nossas regras anteriores, mas o ponto é bastante simples. Suponha
que tenhamos alguma disjuncao g vV 9. Suponha que tenhamos duas
subprovas, mostrando-nos que € se segue da suposicio 9 e que G
se segue da suposicdo 9. Entdo, podemos inferir 6. Como habitual,
podem existir tantas linhas quanto vocé quiser entre i e j e podem
existir tantas linhas quanto vocé quiser entre £ e /. Além disso, as
subprovas e a disjuncdo podem aparecer em qualquer ordem e nao
precisam ser adjacentes.

Alguns exemplos poderiam ajudar a ilustrar isto:

(PANQ)V(PAR)..P

Um exemplo de prova poderia ser executado assim:

1 [ (PAQ)V(PAR)

21 |PAQ

3 P AE 2

4 PAR

5 P AE 4

6 | P VE 1, 2-3, 4-5

Aqui estd um exemplo um pouco mais complexo. Considere:
ANBVC). . (ANB)V(AAC)

Aqui estd uma prova que corresponda a este argumento:
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1 |AA(BVO)

2 A AE 1

3 |BvC AE 1

4 B

5 T/\B AL 2, 4

6 AAB)yv(AAnC) VIS5

7 C

s | [anc AL 2,7

9 (AAB)v((AAC) VIS

10 | (AAB)V(AAC) VE 3, 4-6, 7-9

Nao fique assustado, se vocé acredita que nao teria sido capaz de
encontrar esta prova. A habilidade de encontrar novas provas vem
com a pratica e discutiremos algumas estratégias para achar provas
em §16. A questdo chave neste estagio é se, olhando para a prova,
podemos provar que ela esta em conformidade com as regras que esta-
belecemos. Isto envolve apenas checar qualquer linha, certificando-se
que ela esta justificada de cordo com as regras que estabelecemos.

15.8 Contradi¢do e negacao

Nao tratamos apenas de um conectivo: a nega¢do. Mas para lidar com
esse conectivo, devemos conectar a nega¢dao com a contradi¢do.

Uma forma efetiva de argumento é mostrar que seu oponente caiu
em contradi¢do. Neste ponto, ele ficara nas cordas. Ele tera de desis-
tir de pelo menos uma das suposi¢oes dele. Iremos usar esta ideia em
nosso sistema de prova, adicionando um novo simbolo, ‘L’, as nossas
provas. Isto deveria ser lido como ‘contradi¢dao!” ou ‘reductio!” ou
‘mas isso é absurdo!. A regra para introduzir este simolo é que po-
demos usa-lo, sempre que nos contradizemos explicitamente, ou seja,
sempre que encontramos tanto uma sentenca como a negacio dela,
que aparecem em nossa prova:
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-Em, n

Nao importa em qual ordem a sentenca e a negacdo dela aparecem
e elas ndo precisam aparecer em linhas adjacentes. Entretanto, sempre
citamos o numero da linha da negacao primeiro, seguido pelo nimero
da sentenca da qual aquela é negacao.

Ha obviamente uma estreita ligacdo entre contradicdo e negacao.

A regra —E permite-nos prosseguir de duas sentencas contradito-
rias — of and its negation -/ — para uma contradi¢do explicita L.
Escolhemos o rétulo por uma razao: ela é a regra mais basica que nos
permite prosseguir de uma premissa contendo uma negacao, ou seja,
—dl, para uma sentenca que nao a contém, ou seja, L. Desse modo,
ela é uma regra que elimina —.

Dissemos que ‘L’ deveria ser lido como ‘contradi¢dao!’, mas isto
nao nos diz muito sobre o simbolo. Ha, grosso modo, trés maneiras
de abordar o simbolo.

* Poderiamos considerar ‘1’ como uma nova sentenc¢a atomica de
LVF, mas uma que pode ter apenas o valor de verdade Falso.

* Poderiamos considerar ‘1L’ como uma abreviacdo para alguma
contradi¢ao candnica tal como ‘4A—A4’. Isto tera o mesmo efeito
como acima — obviamente, ‘4 A =4’ tem apenas o valor de
verdade Falso —, mas significa que, oficialmente, niao precisamos
adicionar um novo simbolo a LVF.

¢ Poderiamos considerar ‘L’ nio como um simbolo de LVF, mas
muito mais como um simbolo de pontuacdo que aparece na
prova.

Ha algo filosoficamente atratvo sobre a terceira op¢ao, mas aqui ado-
taremos oficialmente a primeira. ‘L’ tem de ser lido como uma letra
sentencial que é sempre falsa. Isto significa que podemos manipula-la
em nossas provas da mesma maneira que qualquer outra sentenca.
Ainda temos de enunciar uma regra para introducdo da negacéo.
A regra é muito simples: se assumir algo leva-o a uma contradicao.,
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entdo a suposicao deve ser errada. Este pensamento motiva a seguinte
regra:

i A
J 1
- ) | i—j

Podem existir tantas linhas entre i e j quantas vocé quiser. Para
ver isto na pratica e interagir coma negacéo, considere esta prova:

1|D

9| |-p

3|1 =E21
4| --D -I2-3

Se a suposicdo de que o é verdadeira leva a uma contradicao,
entdo 9 nao pode ser verdadeira, ou seja, deve ser falsa, isto é, —df
deve ser verdadeira. E claro, se a suposicdo de que ¢ é falsa (ou seja,
a suposicao de que —d é verdadeira) leva a uma contradi¢ao, entao
o nao pode ser falsa, isto é, o deve ser verdadeira. Desse modo,
podemos considerar a seguinte regra:

i -
j L

o IP i—j

Esta regra é chama prova indireta, uma vez que ela permite que pro-
vemos ¢ indiretamente, assumindo a negacao dessa sentenca. Formal-
mente, a regra é muito similar a =I, mas o e -9 mudam de posicdes.
Uma vez que -~ ndo é a conclusdo da regra, ndo estamos introdu-
zindo -, assim IP nao é uma regra que introduz qualquer conectivo.
Ela ndo elimina também um conectivo, uma vez que ela niao tem pre-
missas independentes que contenha —, tem apenas uma subprova com
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uma suposi¢do da forma —df. Por outro lado, —E tem uma premissa
da forma —dl: é por isso que —E elimina —, mas IP nao elimina'.

Usando —I, fomos capazes de dar uma prova de of == a partir
de &. Usando IP, podemos ir na direcao contraria (essencialmente a
prova é a mesma).

1| --D

9| [-D

3 L -E 1,2
4 | D IP 2-3

Precisamos de uma tltima regra. £ um tipo de regra de eliminagao
para ‘L’ e é conhecida como explosdo®. Se obtemos uma contradigao,
simbolizada por ‘L’, entdo podemos inferir qualquer coisa que quiser-
mos. Como isto pode ser motivado, como uma regra de argumenta-
cao? Ora, considere o estratagema retérico do Portugués ... e se isso
é verdadeiro, eu comerei meu chapéu’. Uma vez que, simplesmente,
contradi¢oes ndo podem ser verdadeiras, se alguma [contradi¢ao] for
verdadeira, entdo ndo s6 comerei meu chapéu como também ficarei
com ele. Aqui esta a regra formal:

m 1

da Xm

Note que 9 pode ser qualquer sentenca.

A regra de explosao € um pouco estranha. Parece que o ocorre
na prova como que do nada. Ao tentar encontrar provas, € muito
tentador usa-la em qualquer lugar, uma vez que ela parece ser muito

1|Ha l6gicos que tém reservas em relagao a IP, mas ndo em relagao a —E. Eles sao
chamados “intuicionistas”. Intuicionistas ndo compram nossas suposi¢des basicas que
toda sentenca tem um dos dois valores de verdade, verdadeiro ou falso. Eles também
pensam que — funciona de forma diferente — para eles, uma prova de L a partir de
o garante ~gl, mas uma prova de L a partir de ~g ndo garante que 9, mas somente
——¢l. Portanto, para eles, 9 e =—g nao sdao equivalentes.

20 nome latin para este principio é ex contradictione quod libet, “de uma contradi-
¢do, [segue-se] qualquer coisa”.
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poderosa. Resista a esta tentacdo: vocé apenas pode aplica-la quando
vocé ja tiver L! E vocé obtém L somente quando suas suposi¢des sao
contraditdrias.

Ainda assim, nao é estranho que de uma contradicdo deveria
seguir-se qualquer coisa? Nao de acordo com a nossa nogao de acarre-
tamento e validade. Pois, 9l acarreta 9B sse ndo ha valoracdo da letras
sentenciais que faca d verdadeira e % falsa ao mesmo tempo. Ora, L
¢ uma contradicdo — nunca é verdadeira, qualquer que seja a valora-
cao das letras sentenciais. Uma vez que nao ha valoracao que faga L
verdadeira, ndo ha também, é claro, valoracao que faca L verdadeira
e & falsa! Assim, de acordo com nossa definicio de acarretamento,
1 E %, seja o que for B. Uma contradi¢do acarreta tudo?.

Estas sao todas as regras bdsicas para o sistema de prova de LVE.

Exercicios Praticos

A. As seguintes duas ‘provas’ estdo incorretas. Explique os erros co-
metidos.

1| (-LAA)VL

2 -LAA

3 =L AE 3

4 A AE 1

5

6 -E 3,5

7 A X6

8 | 4 VE 1, 2-4, 5-7

3Ha alguns logicos que nao compram isto. Eles pensam que se of acarreta %,
deve existir alguma conexdo relevante entre sl e B — e nao ha entre L e algumas sen-
tenca arbitraria 9. Desse modo, estes 16gicos devenvolvem outras l6gicas, chamadas
“relevantes”, nas quais a regra de explosdo nio ¢é permitida.
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1 |AABACQC)

2| (BvC)—>D

3 |B AE 1
4 | BvC vl 3
5|D —E 4,2

B. Estao faltando citagdes (regra e numeros de linha) nas seguintes
trés provas. Adicione-as para transforma-las em provas bona fide. Além
disso, escreva o argumento que corresponda a cada prova.

1|PAS 1 |-L—(JVL)
2| S—>R 2 =L
3|P 3 | JVL
Y 4 J
5|R 5 _711
6 | RVE 6 J
1{4A—-D 7 i
2 AANB 8 +

3 A ! J

A D 10 | J

5 DVE

6 | (AANB) > (DVE)

C. Dé uma prova para cada um dos seguintes argumentos:

1. J o). =]

2. 0> (QA-0) . -0

3. A->(B—->C)..(AANB)—>C
4. KANL..K & L
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(CAD)VE..EvVD

Ao BB (C. . A C
-F>G,F->H..GVH
(ZAK)V(KAM),K - D..D
PA(QVR),P—>-R..QVE
ST .S (Trvs)

. ~(P—>0Q).. -0

-(P—>Q)..P

125



CAPITULO 16

Construindo
provas

Nao existe receita simples para encontrar provas e nao ha substituto
para a pratica. Aqui, todavia, estdo algumas regras de ouro e estraté-
gias para sempre ter em mente.

16.1 Trabalhando de tras para frente

Suponha que vocé esteja tentando encontrar uma prova de alguma
conclusdo 6, que sera a ultima linha da sua prova. A primeira coisa
a fazer é olhar para € e perguntar qual é a regra de introducao para
o operador légico principal dela. Isto ja da uma ideia do que deveria
acontecer antes da ultima linha da prova. As justificagdes para a regra
de introdugdo exige uma ou duas sentencas acima da tltima linha, ou
uma ou duas subprovas. Além disso, a partir de 6, vocé pode falar
quais sdo aquelas sentengas ou quais sao as suposicoes e conclusoes
da(s) subprova(s). Entdo, podemos escrever aquelas sentencas ou es-
bocar as subprova(s) acima da ultima linha e tratar tudo isso como
sendo seus novos objetivos.

Por exemplo: se sua conclusao é um condicional 9/ — 9B, planeje
usar a regra —I. Isto requer que vocé comece uma subprova na qual
vocé assuma 9.. A subprova deveria terminar com %. Entao, continue
pensando sobre o que vocé deveria fazer para obter 9 dentro desta
subprova e como vocé pode usar a suposicao d.
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Se seu objetivo é uma conjuncdo, um condicional ou uma sentenca
negada, vocé deveria comecar trabalhando de tras para frente. Des-
creveremos em detalhes o que vocé tem de fazer em cada um de stes
casos.

Trabalhando de tras para frente a partir de uma conjuncao

Se quisermos provar A A G, trabalhar de tras para frente significa que
deveriamos escrever 9 A & na parte inferior da nossa prova e tentar
prova-la usando Al No topo, escreveremos as premissas da prova, se
existirem. Entdo, na parte inferior, escrevemos a sentenca que quere-
mos provar. Se ela for uma conjuncao, prova-la-emos usando AL

1 91
k Py
n o/}
m R
m+1l |[AANB  Aln,m

Para Al, precisamos provar ¢ primeiro, entdo provar 9. Na tltima
linha, temos de citar as linhas onde provamos (teremos provado) o e

B, e usamos Alm, n. As partes da prova rotuladas por : ainda tém
de ser preenchidas. Marcaremos os nimeros de linha m, n por en-
quanto. Quando a prova estiver completa, estas metavariaveis podem
ser substituidas por niimeros reais.

Trabalhando de tras para frente a partir de um
condicional

Se nosso objetivo é provar um condicional o — 9B, teremos de usar
—1. Isto requer uma subprova iniciando com ¢ e terminando com .
Estabeleceremos nossa prova da seguinte forma:
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m+1l |d—>B —>ln-m

Novamente deixaremos metavariaveis ‘m’ e ‘n’ como reservadas para o
numero de linha. Registraremos a ultima inferéncia como —I, citando
a subprova.

Trabalhando de tras para frente a partir de uma sentenga
negada

Se quisermos provar =, teremos de usar —I.

m+1 | =d =1 n—m

Para —I, temos de iniciar uma subprova com suposicdo ; a tltima
linha da subprova tem de ser L. Citaremos a subprova e usaremos —I
como a regra.

Ao trabalhar de tras para frente, continue fazendo isso até onde
puder. Desse modo, se vocé esta trabalhando de tras para frente para
provar i — 9B, estabeleca uma subprova na qual vocé vocé deseja
provar SB. Olhe agora para 9. Se, digamos, ela for uma conjuncao,
trabalhe de tras para frente a partir dela e escreva os dois conjuntos
dentro da subprova etc.

Trabalhando de tras para frente a partir de uma disjungao

E claro, vocé também pode trabalhar de tras para frente a partir de
uma disjun¢ao o V %, se isso é seu objetivo.

A regra VI requer que vocé tenha um dos disjuntos a fim de inferir
d Vv RB.
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Desse modo, para trabalhar de tras para frente, escolha um dis-
junto e infira A vV & dele e, entdo, continue buscando uma prova do
disjunto que vocé escolheu:

n A

n+l | AVRB vIn

Todavia, pode acontecer de vocé nao ser capaz de provar o disjunto
que vocé escolher. Neste caso, vocé tem de dar um passo atras.

Quando vocé nao consegue preencher o :, exclua tudo e tente com
o outro disjunto:

n 9]
n+1l |AVB VIin

Obviamente, excluir tudo e recomecar é frustrante, assim vocé deveria
evitar isso. Se, portanto, seu objetivo é uma disjun¢ao, vocé ndo de-
veria iniciar trabalhando de tras para frente: tente trabalhar de forma
direta primeiro e aplique a estratégia VI apenas quando trabalhar di-
retamente (e trabalhar de tras para frente usando Al, —I e —I) ndo
funcionam mais.

16.2 Trabalhe diretamente a partir do que vocé
tem

Sua prova pode ter premissas. E se vocé trabalhar de tras para frente a
fim de provar um condicional ou uma sentenca negada, vocé estabele-
cera subprovas com uma suposicao e buscara provar um sentenca final
na subprova. Estas premissas e suposicdes sao sentencas que podemos
trabalhar diretamente a fim de preencher os passos perdidos em sua
prova. Isso significa aplicar regras de eliminacdo para os operadores
principais destas sentencas. A forma das regras dirlhe-do o que vocé
tera de fazer.
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Trabalhando diretamente a partir de uma conjungao

Para trabalhar diretamente a partir de uma sentenca da forma o A %,
usamos AE. Esta regra permite que facamos duas coisas: inferir o e
inferir 8. Assim, em uma prova onde temos # A9, podemos trabalhar
diretamente, inferindo o or % (ou ambos) imediatamente abaixo da
conjuncao.

n ANB
n+l | A AE n
n+2 | B AE n

Em geral, ficara claro , por conta da situacao particular, de qual dos
dois o or % vocé precisara. Mas nao ha qualquer dano escrever ambos.

Trabalhando diretamente a partir de uma disjungao

Trabalhar diretmente a partit de uma disjun¢ao funciona um pouco di-
ferente. Para usar uma disjuncdo, usamos a regra VE. A fim de aplicar
esta regra, nao € suficiente saber quais sdo os disjuntos da disjuncao
que queremos usar. Também devemos ter em mente o que queremos
provar. Suponha que queremos provar 6 e temos que trabalhar com
dV B (ou seja, 4V B pode ser uma premissa da prova, uma suposi¢ao
de uma subprova ou algo ja foi provado). Para conseguirmos aplicar
a regra VE, teremos de estabelecer duas subprovas:

n AV R

n+1 d

m 6

m+1 B

k 6

k+1 |6 VE n, (n+1)-m, (m +1)-k
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A primeira subprova comeca com o primeiro disjunto 9/ e termina com
a sentenca que estamos buscando 6. A segunda subprova comeca com
o outro disjunto % e também termina com a sentenca €. Cada uma
destas subprovas tem de ser preenchidas também. Podemos, entio,
justificar a sentenca ‘6, usando-se VE e citndo-se a linha contendo
o vV B e as [linhas das] duas subprovas.

Trabalhando diretamente a partir de um condicional

A fim de usar um condicional o/ — %, vocé também precisara do an-
tecedente 9 com intuito de aplicar —E. Desse modo, para trabalhar
diretamente a partir de um condicional, vocé derivara % e justificara
esta derivagdo por meio de —E e estabelecera 9! como um novo obje-
tivo secundario.

n A— B
m A
m+1 | B —En, m

Trabalhando diretamente a partir de uma sentenca negada

Finalmente, para usar uma sentenca negada —d, vocé deveria aplicar
—E. Ela requer, além de —~d, também a sentenca of sem a negacdo. A
sentenca que vocé ird obter é sempre a mesma: L. Assim, trabalhar
diretamente a partir de uma sentenca negada funciona especialmente
bem dentro de uma subprova na qual vocé deseja usar —I (or IP). Vocé
trabalha diretamente a partir de =, se vocé ja tem —dl e deseja provar
1. Para fazer isso, vocé estabelece 9 como novo objetivo secundario.

n e
m A
m+1 | L -E n,m
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16.3 Estratégias em funcionamento

Suponha que desejamos mostrar que o argumento (AAB)V (AAC) . .
AN (BV C) évalido.

Iniciamos a prova escrevendo as premissas e a conclusdo (em um
pedaco de papel, seria desejavel ter tanto espaco quanto for possivel
entre premissas e conclusdo, portanto escreva as premissas no topo da
pagina e a conlusdo na parte inferior).

1 |(A/\B)V(A/\C)

n|AAN(BVC(Q)

Agora temos duas op¢des: ou trabalhar de tras para frente a partir da
conclusdo ou trabalhar diretamente a partir das premissas. Escolhere-
mos a segunda estratégia: usamos a disjuncdo na linha 1, e estabele-
cemos as subprovas que precisamos para aplicar VE. A disjuncio na
linha 1 tem dois disjuntos: 4 A B e A A C. Assim, neste caso, vocé
tem de estabelecer duas subprovas, uma com suposicdo 4 A B e com
ultima linha [na subprova] AA (BV C) e outra subprova com suposi¢ao
A A C e ultima linha [na subprova] 4 A (B V C). A justificacdo para a
conclusao sera VE, citando a disjuncdo na linha 1 e as duas subprovas.
Desse modo, sua prova tera a seguinte aparéncia:

1 (AANB)V(AAC)
2 AANB
n AN(BVC)

n+1 ANC

m AN(BVC)
m+1 | AN(BVC) VE1, 2-n, n+1-m
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Agora temos duas tarefas separadas, a saber, preencher cada uma
das duas subprovas. Na primeira subprova, trabalhamos de tras para
frente a partir da conclusdo 4 A (B V C). Isso é uma conjungio, as-
sim dentro da primeira subprova, vocé tera dois objetivos secundarios
separados: provar 4 e provar B V C. Estes objetivos secundarios per-
mitem que vocé justifique a linha » usando Al Sua prova tera agora a
seguinte aparéncia:

1 (AANB)V((AANQ)
2 AANB
i A

n—1 BvC(C
n AN (BV Q) ANi,n-1
n+1 ANC

m AN (BV Q)

m+1 | AN(BVC) VE 1, 2-n, (n+1)-m

Imediatamente vemos que podemos obter a linha 7 a partir da linha 2
por meio de AE. Assim, alinha i é, de fato, linha 3 e pode ser justificada
por AE a partir da linha 2. O outro objetivo secundario B vV C é uma
disjuncdo. Aplicaremos a estratégica de trabalhar de tras para frente
a partir da disjuncdo na linha n — 1. Temos que escolher qual dos dois
disjuntos B ou C selecionamos como objetivo secundario. Selecionar
C nao funcionaria e seriamos obrigados a voltar atras. E vocé ja pode
ver que se vocé selecionar B como objetivo secundario, vocé poderia
obter isso trabalhando diretamente a partir da conjun¢ao AAB nalinha
2. Assim, podemos completar a primeira subprova como se segue:
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1 (AANB)V((AANCQ)

2 AANB

3 A— AE 2

4 B AE 2

5 BvC vl 4

6 AN (BVQO) AL 3,5

7 ANC

m AN(BVC)

m+1 | AN(BVC) VE 1, 2-6, 7-m

Como a linha 3, obtemos a linha 4 a partir da linha 2 por AE.
Linha 5 é justificada por VI a partir da linha 4, uma vez que estavamos
trabalhando de tras para frente a partir de uma disjuncéo.

Isso é a primeira subprova. A segunda subprova é quase exata-
mente a mesma. Ela serd deixada como exercicio.

Lembre-se de que, quando iniciamos, tinhamos a op¢ao de trabra-
lhar diretamente a partir da premissa ou trabalhar de tras para frente a
partir da conclusdo e escolhemos a primeira opg¢ao. A segunda opgao
também leva a uma prova, mas ela parecera diferente. Os primei-
ros passos seriam trabalhar de tras para frente a partir da conclusao
e estabelecer duas provas secundarias 4 e BV C e, entdo, trabalhar
diretamente das premissas para prova-las. Por exemplo:
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1 (AAB)V(AACQC)
2 AANB
k A

k+1 ANC
n A VE 1, 2-k, (k+1)—-(n - 1)
n+1 ANB

) BvC
[+1 ANC

m-—1 BvC(C

m BV C VE 1, (n+1)=L, (I +1)=(m — 1)

m+1 | AN(BVC) Al n, m

Deixaremos para vocé preencher as partes que estdo faltando indica-

das por :.

Daremos um outro exemplo para ilustrar como aplicar as estraté-
gias para lidar com condicionais e negacao. A sentenca (4 — B) —
(=B — -4) é uma tautologia. Vejamos se podemos encontrar uma
prova dela a partir de nenhuma premissa, usando as estratégias. Pri-
meiro escrevemos a sentenca no fim da folha. Uma vez que trabalhar
diretamente ndo é uma op¢ao (ndo ha nada para trabalhar direta-
mente), trabalhamos de tras para frente e estipulamos uma subprova
para estabelecer a sentenca que desejamos (4 — B) — (=B — —4),
usando —I. A suposicdo dessa subprova deve ser o antecedente do
condicional que desejamos provar, ou seja, 4 — B e a ultima linha da
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subprova deve ser o consequente de =B — —4.

1 A— B
n -B — -4
n+l | (A—> B) > (=B—>-4) —ll-n

O novo objetivo =B — —4 é novamente um condicional, assim traba-
lhando de tras para frente, estabelecemos um outra subprova:

1 A— B

n -B — -4 —12-(n-1)

n+l | (A—>B)—> (-B—>-4) —ll-=n

A partir de =4, novamente trabalhamos de tras para frente. Para
fazer isso, olhe para a regra —I. Ela requer um subprova com 4 como
suposicao e L como a ultima linha dela. Assim, agora a prova é:

1 A— B
2 -B
3

n—2
n-1 -4 -I3-(n-2)
n -B — -4 —12-(n-1)

n+l | (A—> B)—> (mB—>-4) —lln
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Agora nosso objetivo é provar L. Quando discutimos como trabalhar
diretamente a partir de uma sentenca negada, dissemos acima que a
regra —E permite que vocé prove L, que € nosso objetivo n subprova
mais interna. Desse modo, olhamos para um senten¢a negada com a
qual podemos trabalhar diretamente: essa seria =B na linha 2. Isso
significa que temos de drivar B dentro da subprova, uma vez que —E
exige ndo somente —B (que ja temos), mas também B. E B é obtida,
por sua vez, trabalhando diretamente a partir de from 4 — B, uma
vez que —E permite que justifiquemos o consequente do condicional
B por meio de —E. A regra —E tmbém requer o antecedente 4 do
condicional, mas isso ja estd também disponivel (na linha 3). Assim,
terminamos com:

1 A— B

2 -B

3 A

4 B —-E1,3
5 L -E 2, 4
6 -4 -1 3-5
7 -B — -4 —-12-6
8| (4> B)—> (=B—-4) -5l1-7

16.4 Trabalhando diretamente a partir de L

Ao aplicar as estratégias, as vezes vocé se encontra em uma situagao
onde vocé pode justificar L. Usando a regra da explosdo, isto permiti-
ria justificar qualquer coisa. Desse modo, 1 funciona como um curinga
nas provas. Por exemplo, suponha que vocé deseja dar uma prova do
argumento 4 V B,—A .. B. Vocé estabelece a sua prova, escrevendo
as premissas 4 V B e =4 no topo na linhas 1 e 2 e a conclusdo B na
parte inferior da pagina. B ndo tem conectivo principal, assim, vocé
nao pode trabalhar de tras para frente a partir dele. Em vez disso,
vocé deve trabalhar diretamente a partir de 4 vV B: Isso requer duas
subprovas, assim:
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1 AV B

2 -4

3 A

m B

m+1

k B

k+1 | B VE 1, 3-m, (m +1)-k

Observe que vocé tem —4 na linha 2 e A como suposicdo de nossa
primeira subprova. Isso lhe da L usando —-E e, a partir de L, vocé
obtém a conclusdo B da primeira subprova usando- X. Lembre-se de
que vocé pode repetir uma sentenca que vocé ja tem, usando a regra
de reiteracao. Desse modo, a prova seria:

1|AvB
2 | -4

3| |4

4|1 -E23

50/ |B X4

6| | B

71 |B R6

8 | B VE 1, 3-5, 6-7

16.5 Prosseguindo indiretamente

Proceed indirectly
Em muitos casos, as estratégias de trabalhar diretamente e de tras
para frente serdo, em geral, bem-sucedidas. Mas ha casos onde elas
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nao funcionam. Se vocé ndo consegue achar uma maneira de provar
o diretamente, use, entdo, IP. Para fazer isto, estabeleca uma sub-
prova na qual vocé assume —d e busque uma prova de L dentro dessa
subprova.

m+1 | d IP n—m

Aqui, temos de iniciar uma subprova com a suposi¢ao —d; a ultima
linha da subprova tem de ser L. Citaremos a subprova e usaremos IP
como regra. Na subprova, temos agora uma suposi¢ao adicional (na
linha #) com a qual podemos trabalhar.

Suponha que usamos a estratégia de prova indireta ou estamos em
alguma outra situacdo onde estamos buscando uma prova de L. Qual
¢ um bom candidato? E claro, o candidato 6bvio seria usar um sen-
tenca negad, uma vez que, como vimos acima, —=E sempre produz L. Se
vocé estabelece uma prova como acima, tentando provar ¢ usando IP,
vocé tera =gl como suposi¢ao de sua subprova — desse modo, traba-
lhando diretamente dela para justificar L dentro de sua subprova, vocé
estabeleceria depois 9/ como um objetivo dentro da sua subprova. Se
vocé estd usando esta estratégia IP, vocé encontrarse-a na seguinte
situacao:

n -9

m-—1 A

m L -En,m-1
m+1 | d IP n—m

Isto parece estranho: queriamos provar o e as estratégias falharam;
assim, usamos IP como ultimo recurso. E agora nos encontramos na
mesma situacdo: estamos novamente buscando uma prova de 9f. Mas
observe que agora estamos dentro de uma subprova e, nessa subprova,
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temos uma suposi¢do adicional (-d) com a qual trabalhar que nao
tinhamos antes. Vamos olhar para um exemplo.

16.6 Prova indireta do terceiro excluido

A sentenca 4 V -4 é uma tautologia e, assim, deveriamos ter uma
prova mesmo sem premissas. Mas trabalhar de tras para frenete falha:
para obter 4 V =4 usando VI, teriamos de provar 4 ou -4 — nova-
mente, de nenhuma premissa. Nenhuma delas é uma tautologia, assim
nao conseguiremos prova-las. Trabalhando diretamente nao funciona
também, pois ha nada com que trabalhar diretamente. Logo, a tinica
opcao é prova indireta.

m+1 | AV -4 IP 1-m

Agora, temos algo com que trabalhar diretamente: a suposicao —(4V
—4). Para usa-la, justificamos L por —E, citando a suposi¢do na linha
1 e, também, a sentenca nao-negada 4 V -4, que ainda sera provada.

1 -(4AV —4)

m—1 AV -4

m L -E1l,m-1

m+1 | AV -4 IP 1-m

No inicio, trabalhar de tras para frente para provar 4 vV -4 nao
funcionou. Mas, agora, estamos em uma situac¢ao diferente: desejamos
provar AV -4 dentro de uma subprova. Em geral, ao lidar com novos
objetivos, deveriamos voltar atras e iniciar com as estratégias basicas.
Neste caso, em primeiro lugar, deveriamos tentar trabalhar de tras
para frente a partir da disjuncao 4 V =4, ou seja, temos de selecionar
um disjunto e tentar prova-la [a disjuncdo]. Selecionemos —4. Isto
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permitiria que justificAssemos 4V =4 na linha m -1, usando VI. Entao,
trabalhando de tras para frente a partir de =4, iniciamos uma outra
subprova a fim de justificar =4 , usando —I. Essa subprova deve ter 4
como suposicdo e L como ultima linha dela.

1 -(4AV —4)

m—3

m—2 =1 2—(m — 3)
m—1 AV -4 VIm -2

m L -E1,m-1
m+1 | AV -4 -1 1-m

Dentro desta nova subprova, precisamos justificar novamente L. A
melhor maneira de se fazer isto é trabalhar diretamente a partir de
uma sentenca negada; —(4V —4) na linha 1 é a tinica senten¢a negada
que podemos usar. A sentenca nio-negada correspondente 4 V -4,
todovia, segue-se diretamente de 4 (a qual temos na linha 2) por VI
Nossa prova completa é:

1] | ~(4v-4)

2 Y

3 Av-A4 VI2

4 1 -E1,3
5| | -4 ~12-4
6| | Av-4 vI 5

71 |1 -E1,6
8 |Av-4 ~11-7
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Exercicios Praticos

A. Use as estratégias para encontrar provas para cada um dos seguin-
tes argumentos:

A—>BA—>C..A— (BAC)
(AAB)->C..A— (B— ()

A-> (B—->C)..(A—>B)—>(4—-0)
AV(BAC). . (AVB)A(AV ()
(AANB)V(AANC). . AN(BVC)
AVB A—-CB—-D..CVvD

-AV =B ..-(AAB)
AAN=-B..=(A— B)

AR Sl i L

B. Formule estratégias trabalhando de tras para frente e diretamente
a partir de d < A.

C. Use as estratégias para encontrar provas para cada uma das seguin-
tes sentencas:

-4— (44— 1)

=(A N =A)
[A—->C)A(B—-C(C)] - [(4VB) — (]
-(4A— B) > (AA-B)

(Av -B) — (A — B)

U 2 b

Uma vez que estas deveriam ser provas das sentengas a partir de ne-
nhuma premissa, vocé iniciard com a respectiva sentenca na parte in-
ferior da prova, que ndo tera premissas.

D. Use as estratégias para encontrar provas para cada um dos seguin-
tes argumentos e sentencas:

-—A4—- A

-A—-B.".B— A
A—>B..-AVB
—-(AAB) - (mAV -B)

A—> (Bv(C).. (4> B)Vv(A4—-0)
(A—> B)V (B — A)

7. ((4—>B)—>B)—>B

S ®

Todas estas exigirao a estratégia IP. As ultimas trés sdo especialmente
dificeis.



CAPITULO 17

Regras
adicionais para
LVF

Em 8§15, introduzimos as regras basicas de nosso sistema prova para
LVF. Nesta secdo, adicionaremos algumas regras adicionais ao nosso
sistema. Nosso sistema de prova estendido € um pouco mais facil de
se trabalhar (todavia, em §19, veremos que elas ndo sao, estritamente
falando, necessarias).

17.1  Silogismo disjuntivo
Aqui estd uma forma de argumento muito natural.

Elizabeth esta em Massachusetts ou em New York. Ela nao
estd em New York. Logo, ela estd em Massachusetts.

Este padrao de inferéncia é chamado silogismo disjuntivo. Ela sera adi-
cionada ao nosso sistema de prova como se segue:
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m | AV B
n -
] DS m, n
e
m | AV B
n —l%
o/ DS m, n

Como de costume, a disjuncdo e a negacao de um dos disjuntos
podem ocorrer em qualquer ordem e nio precisam ser adjacentes. En-
tretanto, sempre citamos a disjun¢do primeiro.

17.2 Modus tollens

Um outro padrao util de inferéncia é incorporado no seguinte argu-
mento:

Se Mitt venceu a eleicdo, entdo ele estd na Casa Branca.
Ele nao esta na Casa Branca. Logo, ele nao venceu a elei-
cao.

Este padrao de inferéncia é chamado modus tollens. A regra correspon-
dente é:

m |dA— B
n | =B
te: ) MT m, n

Como ja dito, as premissas podem ocorrer em qualquer ordem,
mas sempre citamos o condicional primeiro.
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17.3 Eliminac¢dao da dupla negacao

Uma outra regra util é a eliminac¢ao da dupla nega¢do. Esta regra faz
exatamente o que ela diz:

m | =i

o/} DNE m

A justificacdo para isto é que, na linguagem natural, em geral, du-
plas negac¢des cancelam-se.

Dito isso, vocé deveria ser consciente que contexto e énfase podem
impedi-as de funcionar assim. Considere: ‘Jane nio é nio feliz’. E
plausivel argumentar que ndo podemos inferir ‘Jane é feliz’, uma vez
que a primeira sentenca poderia ser entendida como significando o
mesmo que ‘Jane nao é infeliz’. Isto é compativel com ‘Jane estd em
um estado de infiferenca profunda’. Em geral, ir pata LVF for¢a-nos a
sacrificar certas nuances das expressdes do Portugueés.

17.4 Terceiro excluido

Suponha que podemos mostrar que se estiver ensolarado, entdao Bill
levara um guarda-chuva (por medo de queimadura). Suponha também
que podemos mostrar que se ndo estiver ensolarado, entao Bill levara
guarda-chuva (por medo da chuva). Ora, ndo ha terceira via de como
estara o tempo. Assim, se¢ja como for o tempo, Bill levara um guarda-
chuva.

Esta linha de pensamento motiva a seguinte regra:

i a4
el
k -d
l

B LEM i—j, k-1
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As vezes, a regra é chamada a lei do terceiro excluido, uma vez que
ela expressa resumidamente a idea segundo a qual & pode ser verda-
deira ou =gl pode ser verdadeira, mas nao ha uma terceiro caminho
onde nenhum deles é verdadeiro'. Podem existir tantas linhas quantas
vocé quiser entre i e j e tantas linhas quantas vocé quiser entre £ e
[. Além disso, as subprovas podem aparecer em qualquer ordem e a
segunda prova nao precisar aparecer imdiatamente apds a primeira.

Para ver a regra em agéo, considere:

P..(PAD)V(PA=D)

Aqui estd uma prova que corresponde ao argumento:

(PAD)V(PA-D) VIG6

1P

2 _D

3 PAD AL, 2
4 (PAD)vV(PA-D) VI3
5 -D

6 P A-D ALl 5
7

8

(P AD)V (P A-D) LEM 2-4, 5-7

Aqui esta um outro exemplo:

1As vezes, vocé pode encontrar logicos e filésofos falando sobre “tertium non
datur”. Isso é o mesmo principio que o terceiro excluido; essa expressdao significa
“nenhum terceiro caminho”. Légicos que tém reservas sobre prova indireta também
tém reservas sobre LEM
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1| 4—- -4

2 A

3 -4 —E1,2

4 -4

5 -4 R 4

6 | -4 LEM 2-3, 4-5

17.5 Regras de De Morgan

147

Nossas regras adicionais finais sdo chamadas Leis de De Morgan (de-
vido a Augustus De Morgan). A forma das regras deveria ser familiar

a partir das tabelas de verdade.
A primeira regra de De Morgan é:

m | =(sAARB)
i VALY DeM m

A segunda regra de De Morgan € a inversa da primeira:

m | =V -8
-(AANB) DeMm

A terceira regra de De Morgan é a dual da primeira:

m | = (A VRB)
- A =B DeM m

E a quarta é a inversa da terceira:
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m

- A =%
-(dVvAB) DeMm

Estas sao todas as regras adicionais de nosso sistema de prova para LVF.

Exercicios Praticos

A. Nas seguintes provas, as citacdes (regras e nimeros de linhas) estio

faltando. Adicione-as onde elas sao necessarias:

1

\\o}

NS v W

XX N O ok W N

W — -B
ANW
BV (] ANK)
w

-B

JAK

L & =0
Lv -0
=L

-0

_|_|L
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B. Dé uma prova para cada um destes argumentos:

R P

1 |Z—->(CA=N)
2 | =Z - (NA=-C)
3 -(N Vv C)

4 -N A=C

5 -N

6 -C

7 Z

8 | | ca-n

9 C

10 L

11 -Z

12 N A=C

13 N

14 L

15 | -=(N Vv ()

16 | NV C

.EVF FVG,-F..EANG
MV(N—)M)ﬁM—)ﬁN

. MVN)ANOVP),N—>P,-P. . MAO
. XAY)VXANZ),-(XAD),DVM ..M

149



CAPITULO 18

Conceitos
prova-teoricos

Neste capitulo, introduziremos um novo vocabulario. A expressao se-
guinte:
dy,dg,. ... d, + 6

significa que ha alguma prova que inicia com suposicbes entre
di,4y,...,4, e termina com 6 (e ndo contém quaisquer suposi¢des
exceto aquelas com as quais iniciamos)). De forma derivada, escreve-
remos:

F oA

significando que ha uma prova de ¢ a partir de nenhuma suposicao.

O simbolo ‘+’ é chamado catraca simples. Desejamos enfatizar que
isto ndao é o simbolo da dupla catraca (‘¥’) que introduzimos no ca-
pitulo 11 para simbolizar acarretamento. A catraca simples, ‘+’, lida
com a existéncia de provas; a dupla catraca, ‘F’, lida com a existéncia
de valoracoes (ou interpetacdes, quando usada para LPO). Elas sdo
nogdes muito diferentes.

Uma vez que temos nosso simbolo ‘+’, podemos introduzir mais
alguma terminologia. Para dizer que ha uma prova de 9/ com nenhuma
suposi¢ao nao-descartada, escrevemos: + d. Neste caso, dizemos que
9l é um TEOREMA.

9 é um TEOREMA sse + A
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Para ilustrar isto, suponha que desejamos mostrar que ‘~(A4 A —4)’
¢ um teorema. Desse modo, precisamos de uma prova de ‘~(4 A —-4)’,
que tem nenhum suposicao nao-descartada. Todavia, uma vez que de-
sejamos provar uma sentenc¢a cujo operador légico principal é a ne-
gacdo, desejamos iniciar com uma subprova dentro da qual assumimos
‘AN—-A’ e mostramos que esta suposicdo leva a uma contradi¢do. Dito
isso, entdo, a prova € assim:

1] |4An-4

21 |4 AE 1

3] | -4 AE 1

4] |1 -E 3,2
5| ~(AA=-4) -I1-4

Portanto, provamos ‘—(4 A —4)’ sem usar suposicoes (nao-
descartadas). Este teorema particular é uma instancia do que é cha-
mado, as vezes, Lei de nao-Contradicao.

Para mostrar que algo € um teorema, vocé tem de encontrar apenas
uma prova adequada. E tipicamente muito mais dificil mostrar que
algo ndo um teorema. Para fazer isso, vocé teria de demonstrar nao
apenas que certas estratégias de prova falham, mas que nenhuma prova
é possivel. Mesmo se vocé falha na tenttiva de provar um sentenca em
milhares de formas diferentes, talvez a prova seja apenas muito longa
e complexa para vocé entender.

Aqui estd uma nova terminologia:

Duas sentencas o e 9B sao DEDUTIVAMENTE EQUIVALENTES sse
cada uma pode ser provada da outra; ou seja, A + B e B+ A.

Como no caso de mostrar que uma sentenga é um teorema, € rela-
tivamente facil mostrar que duas sentencas sao dedutivamente equiva-
lentes: ela apenas requer um par de provas. Mostar que sentencgas ndo
sdo dedutivamente equivalentes seria muito mais dificil: é tao dificil
quanto mostrar que uma senten¢a nao ¢ um teorema.

Aqui esta uma terceira terminologia relacionada:
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As sentencas 1,9, . .., 9, s20 DEDUTIVAMENTE INCONSISTEN-
TES sse uma contradicdo pode ser provada a partir delas, ou
seja, d1,4d9,...,94, F L. Se elas ndo sdo INCONSISTENTES,
chamamo-las DEDUTIVAMENTE CONSISTENTES.

E facil mostrar que algumas sentencas sio dedutivamente incon-
sistentes: vocé precisa apenas provar um contradi¢do a partir da su-
posicdo de todas as sentencas. Mostrar que algumas sentencas nao
sdo dedutivamente inconsistentes é muito mais dificil. Exigiria mais
do que apenas fornecer uma prova ou duas; exigiria mostrar que ne-
nhuma prova de um certo tipo é possivel.

Esta tabela resume se uma ou duas provas sao suficientes ou se deve-
mos raciocinar todas as provas possiveis.

Sim Nao
teorema? uma prova todas provas possiveis
inconsistente? uma prova todas provas possiveis
equivalent? duas provas todas provas possiveis
consistent? todas provas possiveis uma prova

Exercicios Praticos

A. Mostre que cada uma das seguintes sentencas é um teorema:

1. 0 -0
2. NV-N
3. J o [JV(LA-L)]
4 (A— B) - 4) > 4

B. Apresente provas para mostrar cada um dos seguintes:

.C—>(ENG),-C—->G+G

. MAGN—->-M)r ( NAM)V-M

NAZANK)y o (YAM),DAND->M)+Y - Z
.. WVX)VYVZL,X>YZrWVY

W 0 M

C. Mostre que cada um dos seguintes pares de sentencas sao deduti-
vamente equivalentes:
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R E E—R

G, -G

T — 8 -§—>-T
U—1,-(UA\=I)
-(C - D),C A=D
-G o H,-(G < H)

S o

D. Se vocé sabe que 9 + %, o que vocé pode dizer sobre (A4 AB) - RB?
O que vocé pode dizer sobre (4 V €) - B? Explique suas respostas.

E. Neste capitulo, reivindicamos que € dificil mostrar que duas sen-
tencas nao sdo dedutivamente equivalentes, como também é mostrar
que uma sentenca nao é teorema. Por que reivindicamos isto? (Dica:
pense em um sentenca que seria um teorema sse o e B fossem dedu-
tivamente equivalentes).



CAPITULO 19

Regras
derivadas

Nesta se¢ao, veremos por que introduzimos as regras de nosso sistema
de prova em dois lotes separados. Em particular, desejamos mostrar
que as regras adicionais de §17 nao sdo, estritamente falando, neces-
sarias, mas podem ser derivadas a partir de regras basicas de §15.

19.1 Derivacao de reiteracao

Para ilustrar o que significa derivar uma regra de outras regras, consi-
dere primeiro a reiteragio. E uma regra basica do sistema, mas tam-
bém nao é necessaria. Suponha que vocé tenha alguma sentenca em
alguma linha da sua deducao:

m | A

Agora, vocé deseja repetir 9 em alguma linha £. Poderiamos apenas
invocar a regra R. Mas, da mesma forma, vocé pode fazer isto com
outras regras basicas de §15:

m dq
k AAd  Alm,m
E+1 | oA AE &
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Esclarecendo: isto ndo é uma prova. Em vez disso, € um esquema de
prova. Acima de tudo, ela usa uma variavel ‘d’, em vez de uma sen-
tenca de LVF, mas o ponto é simples: qualquer que seja a sentenca
de LVF que substitua ‘?’ e quaisquer que sejam as linhas que estava-
mos trabalhando, poderiamos produzir uma prova bona fide. Assim,
podemos pensar nisto como uma receira para produzir provas.

De fato, é uma receita que nos mostra que tudo que podemos pro-
var usando a regra R podemos provar (com mais uma linha) usando
apenas as regras basicas de §15 sem R. Isso é o que significa dizer que
a regra R pode ser derivada de outras regras basicas: tudo que pode
ser justificado usando R pode ser justificado usando somente as outras
regras basicas.

19.2 Derivacao do silogismo disjuntivo

Suponha que vocé esteja em uma prova e que vocé tenha algo desta
forma:

m | AV %R
n -

Agora, vocé deseja, na linha £, provar 9. Vocé pode fazer isto com
a regra de DS, introduzida em §17, mas, da mesma forma, podemos
fazer isto com as regras basicas de §15:

m AV RB

n -d

k d

k+1 T -E n, k

k+2 B Xk+1

k+3 B

k+4 g REk+3

k+5 | 9B VE m, k=k+2, k+3-k+4
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Assim, a regra DS pode ser derivada novamente a partir de nossas re-
gras mais basicas. Adiciona-la a nosso sistema nao produzira qualquer
nova prova. Toda vez que vocé usa a regra DS, vocé sempre poderia
tomar algumas linhas extras e provar a mesma coisa usando somente
nossas regras basicas. DS é uma regra derivada.

19.3 Derivacdo de Modus Tollens
Suponha que vocé tenha o seguinte na sua prova:
m|d4—%R
n | R

Vocé deseja agora, na linha £, provar ~d. Vocé pode fazer isto com
a regra de MT, introduzida em §17. Igualmente, vocé pode fazer isto
com as regras bdsicas de §15:

m d4— %

n -9

k d

k+1 B —Em, k
k+2 L -En k+1
k+3 | -d -1 k—k +2

Novamente, a regra de MT pode ser derivada a partir das regras ba-
sicas de §15.

19.4 Derivacao da eliminac¢ao da dupla
negacao

Considere o seguinte esquema de dedugao:
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m —d

k -d

k+1 L -E m, k
k+2 | 4 IP k-k +1

Novamente, podemos derivar a regra DNE a partir das regras bdsicas
de §15.

19.5 Derivacao do terceiro excluido

Suponha que vocé deseja provar algo usando a regra LEM, ou seja,
vocé tem em sua prova

m o
w | @
k -
[ B

Vocé deseja agora, na linha / + 1, provar 9. A regra LEM em 8§17
permitiria que vocé fizesse isso. Mas vocé pode fazer isto com as regras
bdsicas de §15?

Uma opgao € provar primeiro o V-4, e, entdo, aplicar VE, ou seja,
prova por casos:

m o/}

n E

k -9

l B

i v -d

i+1 | B VE i, m—n, k-1
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(Demos uma prova de o V =9 usando apenas nossas regras basicas
em §16.6).

Aqui estd outra maneira que é um pouco mais complicada que as
anteriores. O que vocé tem de fazer € incorpor (aninhar?) ar duas
subprovas dentro de uma outra subprova. A suposi¢do da subprova
serda =% e a ultima linha serd L. Assim, a subprova completa é o tipo
que vocé precisa para concluir & usando IP. Dentro da prova, vocé
teria de fazer um pouco mais de trabalho para obter L:

m -B

m+1 A

n %B

n+1 L -Em, n

n+2 -

l B

[+1 1 -E m, [

[+2 - I (m+1)—(n+1)
[+3 - -l (n+2)-(l+1)
[+4 L -El+3,[+2
l+5 | &R IP m—( + 4)

Note que, porque adicionamos um suposicdo no topo e conclusoes
adicionais dentra da subprova, os nimeros de linha mudaram. Vocé
pode ter de ficar atento nisto por enquanto, antes que vocé entenda o
que esta acontecendo.
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19.6 Derivation of De Morgan rules

159

Aqui estda uma demonstracdo de como poderiamos derivar a primeira

regra de De Morgan:

m
k

k+1
k+2
k+3
k+4
k+5
k+6
k+7
k+8

—(d A B)
dq

B
ANRB

-3
-V -9B
-9

-V -9B
-V =R

ALKk E+1
-E m,k+2
-1k+1-k+3

vIk+4

vVIk+6

LEM k—k+5, k+6-k+7

Aqui estd a demonstracdo de como poderiamos derivar a segunda

regra de De Morgan:

m
k

k+1
k+2
k+3
k+4
k+5
k+6
k+7
k+8

- v %
ANRB
A
B
-

1

-ARB

1

—(d A B)

AE k
AE k

-Ek+3, k+1

-Ek+5k+2
VEm, k+3-k+4,k+5-k+6

-l k-k+7
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Demonstracdo similares podem ser oferecidas para explicar como de-
rivar a terceira e a quarta regras de De Morgan.

Exercicios Praticos

A. Fornega esquemas de prova que justifiquem a adi¢do da terceira e
quarta regras de De Morgan como regras derivadas.

B. As provas que vocé ofereceu em respostas aos exercicios praticos
de §§17-18 usavam regras derivadas. Substitua o uso das regras de-
rivadas em tais provas por apenas regras basicas. Vocé encontrara
alguma ‘repeticao’ nas provas resultantes; em tais casos, ofereca uma
prova simplificada usando somente as regras basicas (isto darlhe-4 um
sentido do poder das regras derivadas e de como todas as regras inte-
ragem).

C. Dé uma prova de o vV ~d. Entdo dé uma prova que use apenas as
regras bdsicas.

D. Mostre que se vocé tivesse LEM como uma regra basica, vocé po-
deria justificar IP como regra derivada. Ou seja, suponha que vocé
tivesse a prova:

Como vocé poderia usa-la para provar d sem usar IP, mas usando
LEM assim como todas as regras basicas?

E. Dé uma prova da primeira regra de De Morgan, mas usando ape-
nas regras basicas, em particular, sem usar LEM (é claro, vocé pode
combinar a prova usando LEM com a prova de LEM. Tente encontrar
uma prova direta).



CAPITULO 20
Corretude e
completude

Em 8§18, vimos que poderiamos usar derivacbes para testar os mes-
mos conceitos que testamos usando tabelas de verdade. Nao somente
poderiamos usar derivagdes para prvar que um argumento é valido,
também poderiamos usa-las para testar se uma sentenca é uma tautolo-
gia ou se um par de sentencas sao equivalentes. Também comecamos
usar a catraca simples da mesma forma que usamos a dupla catraca.
Se pudéssemos provar que ¢/ era uma tautologia com tabela de ver-
dade, escreveriamos £ 9 e se pudéssemos provar isso usando uma
derivacgao, escreveriamos + .

Vocé pode ter se perguntado naquele momento se os dois tipos de
catracas sempre funcionavam da mesma forma. Se vocé pode mostrar
que & é uma tautologia usando tabelas de verdade, vocé pode tam-
bém sempre mostrar que ela é um teorema usando uma derivagao? O
inverso é verdadeiro? Estas coisas sao verdadeiras para argumentos
e pares de sentencas equivalentes? Como se vé, a resposta a todas
estas questoes e muitas outras semelhantes a estas é sim. Podemos
mostrar isto definindo todos estes conceitos separadamente e, entdo,
provando que eles sdo equivalentes. Ou seja, imaginamos que temos,
de fato, duas nocdes de validade — ou seja, valido. e valido, — e,
entdo, mostramos que os dois conceitos sempre funcionam da mesma
forma.

Para comecar, precisamos definir todos os nossos conceitos 16gi-
cos separadamente em relacdo as tabelas de verdade e as derivacdes.
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Muito deste trabalho ja foi feito. Lidamos com todas as defini¢Ges re-
lacionadas as tabelas de verdade em §11. J4 demos também defini¢des
sintaticas de tautologias (teoremas) e pares de sentencas logicamente
equivalentes. As outras definicGes seguem-se naturalmente. Para mui-
tas propriedades logicas, podemos elaborar um teste usando deriva-
¢oes e aquelas propriedades que ndo podemos testar diretamente po-
dem ser definidas em termos dos conceitos que podemos definir.

Por exemplo, definimos um teorema como uma sentenca que pode
ser derivada sem quaisquer premissas (p. 150). Uma vez que a ne-
gacdo de uma contradi¢do é uma tautologia, podemos definir uma
CONTRADICAO SINTATICA EM LVF como uma Senten¢a cuja negacao
pode ser derivada sem quaisquer premissas. A defini¢ao sintatica de
uma sentenca contingentes € um pouco diferente. Nao temos qualquer
método pratico, finito para provar que uma sentenca é contingente
usando derivagdes, a maneira na qual fizemos isso foi usando tabe-
las de verdade. Desse modo, temos de nos contentar com a definicio
de “sentenca contingente” negativamente. Uma sentenca é SINTATI-
CAMENTE CONTINGENTE EM LVF, se ela nio é um teorema nem uma
contradicao.

Uma cole¢ao de sentengas é DEDUTIVAMENTE INCONSISTENTE EM
LVF sse podemos derivar uma contradi¢cdo dessa cole¢do. Consistén-
cia, por outro lado, é similar a contingéncia, ja que ndo temos método
finito pratico para testa-la diretamente. Desse modo, novamente, te-
mos de definir um termo negativamente. Uma colecao de sentengas é
DEDUTIVAMENTE CONSISTENTE EM LVF sse a cole¢do nao é dedutiva-
mente inconsistente.

Enfim, uma argumento € DEDUTIVAMENTE VALIDO EM LVF sse ha
uma derivacdo da conclusao dele a partir das premissas. Todas estas
defini¢des sao dadas na Tabela 20.1.

Todos nossos conceitos foram agora definidos semantica e sinta-
ticamente. Como podemos provar que estas definicbes sempre fun-
cionam da mesma forma? Uma prova completa aqui ird muito além
do escopo deste livro. Entretanto, podemos esbocar como ela seria.
Sera nosso foco mostrar que as duas nocoes de validade sao equivalen-
tes. Desse fato, seguir-se-ao rapidamente os outros conceitos. A prova
tera de ir em duas dire¢des. Em primeiro lugar, teremos de mostrar
que coisas que sdo sintaticamente validas serdo também semantica-
mente validas. Em outras palavras, tudo que podemos provar usando
deriva¢des poderia também ser provado usando tabelas de verdade.
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Simbolicamente, queremos mostrar que valido, implica valido.. De-
pois, precisaremos mostrar coisas na outra dire¢do, ou seja, valido.
implica valido,..

Este argumento de + a k é o problema da CORRETUDE . Um sistema
de prova é CORRETO, se ndo ha derivagdes de argumentos que podem
ser mostrados como invalidos pelas tabelas de verdade. Demonstrar
que o sistema de prova é correto exigiria mostrar que gualquer prova
possivel é a prova de um argumento valido. Nao seria suficiente sim-
plesmente ser bem-sucedido ao tentar provar muitos argumentos vali-
dos e nao ser bem-sucedido ao tentar provar argumentos invalidos.

A prova que esbocaremos depende do fato que nds definimos ini-
cialmente uma sentenca de LVF, usando uma defini¢ao indutiva (veja
p. 46). Poderiamos ter usado defini¢des indutivas para definir uma
prova propria em LVF e definir uma tabela de verdade prépria (toda-
via, nao fizemos assim). Se tivassemos estas defini¢des, entdo poderia-
mos usar uma prova indutiva para mostrar a corretude de LVF. Uma
prova indutiva funciona da mesma forma que um defini¢ao indutiva.
Com a defini¢do indutiva, identificamos um grupo de elementos basi-
cos que sao estipulados como sendo exemplos da coisa que estamos
tentando definir. No caso de uma sentenca de LVF, a classe basica era
o conjunto de letras sentenciais 4, B, C, .... Anunciamos apenas que
estas eram as sentencas. O segundo passo de uma definicdo indutiva
é dizer que tudo que é construido a partir da sua classe basica usando
certas regras também conta como um exemplo da coisa que estamos
definindo. No caso de uma definicio de uma sentenca, as regras cor-
respondiam aos cinco conectivos sentenciais (veja p. 46). Uma vez que
vocé estabeleceu uma definicdo indutiva, vocé pode usar essa defini-
¢do para mostrar que todos os membros da classe que vocé definiu tém
uma certa propriedade. Simplesmente, vocé prova que a propriedade
é verdadeira dos membros da classe basica e, entdo, provamos que as
regras que estendem a classe basica nio mudam a propriedade. Isto é
o que se entende ao dar uma prova indutiva.

Embora nao tenhamos uma defini¢ao indutiva de prova em LVF,
podemos esbocar como uma prova indutiva de corretude de LVF iria.
Imagine uma classe basica de provas de uma linha, aquela para cada
uma das onze regras de inferéncia. Os membros desta classe seriam
assim: A, B+ AANRB;, ANBFA; AV RB, - +RB ... etc. Una vez que
algumas regras tém duas formas diferentes, teriamos de ter adicionado
alguns membros a esta classe basica, por exemplo: AR + B. Observe
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que estes sao todos os enunciados na metalinguagem. A prova que LVF
é correto nao é parte de LVF, porque LVF nao tem o poder de falar
sobre si mesma.

Vocé pode usar tabelas de verdade para provar que cada uma des-
tas provas de uma linha nesta classe basica € valida.. Por exemplo, a
prova A, B + A A R corresponde a uma tabela de verdade que mostra
A, RB £ AAR. Isto estabelece a primeira parte de nossa prova indutiva.

O préximo passo é mostrar que adicionar linhas a qualquer prova
nunca mudard uma prova valida. para uma prova invalida.. Precisa-
riamos fazer isto para cada um das nossas onze regras de inferéncia.
Assim, por exemplo, para Al precisamos mostrar que, para qualquer
di, ..., d, + B, adicionar uma linha onde usamos Al para inferir
B ND — onde 6 A D pode ser legitimamente inferida de oy, ...,
Ay, B — nao mudaria uma prova valida para uma prova invalida.
Mas espere, se podemos legitimamente derivar ‘6 A & destas premis-
sas, entdo € and & devem ja estar disponiveis na prova. Elas ja estdo
entre 1, ..., d,, B ou podem ser ligitimamente derivadas a partir de
d1, ..., d,, B. Como tal, qualquer linha da tabela de verdade na qual
as premissas sao verdadeiras deve ser uma linha da tabela de verdade
na qual 6 e @ sao verdadeiras. De acordo com a tabela de verdade
caracteristica para A, isto significa que 6 A & é também verdadeira
nesta linha. Portanto, € A @ segue-se validamente das premissas. Isto
significa que usar a regra AE para estender uma prova valida produz
uma outra prova valida.

A fim de mostrar que o sistema de prova é correto, precisariamos
mostrar isto para as outras regras de inferéncia. Uma vez que as re-
gras derivadas sdo consequéncias das regras basicas, seria suficiente
fornecer argumentos similares para as outras 11 regras basicas. Este
exercicio tedioso esta além do escopo deste livro.

Desse modo, mostramos que o + 9B implies d £ 9B. A outra
direcao diz que Zodo argumento que pode ser mostrado valido usando
tabelas de verdade pode ser provado usando uma derivagao.

Este é o problema da completude. Um sistema de prova tem a
propriedade de COMPLETUDE sse ha uma derivacdo de qualquer ar-
gumento semanticamente valido. Provar que um sistema é completo
é, em geral, mais dificil que provar que é é correto. Provar que um
sistema é correto equivale a mostrar que todas as regras de nosso sis-
tema de prova funcionam como elas deveriam supostamente funcionar.
Mostrar que um sistema é completo significa mostrar que vocé incluiu
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todas as regras que vocé precisa, que vocé nao deixou qualquer coisa
de fora. Mostrar isto esta além do escopo deste livro. O ponto impor-
tante é que, felizmente, o sistema de prova para LVF é tanto correto
como completo. Isto ndo é o caso para todos os sistemas de prova ou
de todas linguagens formais. Porque isso é verdadeiro de LVF, pode-
mos escolher dar provas ou dar tabelas de verdade — o que for mais
facil para tarefa em questao.

Agora que sabemos que o método de tabela de verdade é intercam-
biavel com o método de derivagdes, vocé pode escolher qual método
vocé deseja usar para resolver qualquer problema dado. Frequente-
mente, estudantes preferem usar tabelas de verdade, porque elas po-
dem ser produzidas de forma puramente mecdnica e que parece ser
‘mais facil’. Entretanto, ja vimos que tabelas de verdade tornam-se in-
viavelmente largas com algumas poucas letras sentenciais. Por outro
lado, ha duas situagdes onde usar provas simplesmente nao é possi-
vel. Definimos sintaticamente uma sentenca contingente como uma
sentenca que nao poderia ser provada como sendo uma tautologia
ou uma contradi¢do. Nao ha maneira pratica para provar este tipo
de enunciado negativo. Nunca saberemos se nao ha alguma prova la
fora que um enunciado é uma contradi¢cdo e s6 ndo a encontramos
ainda. Nao hi nada a fazer nessa situagio, exceto recorrer as tabelas
de verdade. Da mesma forma, podemos usar derivagdes para provar
que duas sentencas sdo equivalentes, mas o que podemos dizer se de-
sejamos provar que elas ndo sdo equivalentes? Nao temos nenhuma
maneira de provar que nunca encontraremos a prova relevante. Desse
modo, temos de retornar as tabelas de verdade.

A tabela 20.2 resume quando é melhor dar provas e uando é melhor
dar tabelas de verdade.
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Propriedade
logica

Provar que a
propriedade esta
presente

167

Provar que a
propriedade esta
faltando

Ser um teorema

Derive a sentenca

Encontre uma linha
falsa na tabela de
verdade para a sentenca

Encontre uma linha

Ser uma Derive a negaciao da )
. ga¢ verdadeira na tabela de
contradi¢iao sentenca
verdade para a sentenca
Encontre uma linha
oA falsa e uma linha Prove a sentenca ou a
Contingéncia . -
verdadeira na tabela de | negacdo dela
verdade para a sentenca
Encontre uma linha nas
o A . Derive cada sentenca da | tabelas de verdade para
Equivaléncia . § p
outra e vice-versa as sentencas onde elas
tém valores diferentes
Encontre uma linha na
o tabela de verdade para Derive uma contradigéo
Consisténcia d
as sentencas onde elas as sentencas
sao todas verdadeiras
Encontre uma linha na
. - tabela de verdade onde
. Derive a conclusiao das ) ‘
Validade as premissas sao

premissas

verdadeiras e a
conclusao ¢ falsa.

Tabela 20.2: Quando usar uma tabela de verdade ¢ quando dar uma prova.

Exercicios Praticos

A. Use uma derivacdo ou uma tabela de verdade para cada um dos

seguintes:

1. Mostre que 4 — [((BA C) V D) — A] é um teorema.

2. Mostre que A — (A — B) nao é um teorema.

3. Mostre que a sentenca A — —4 nao é uma contradicio.

4. Mostre que a sentenca A <> =4 é uma contradigao.
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10.

11.

12.

Mostre que a sentenca =(W — (J Vv J)) é contingente.

Mostre que a sentenca (X V (Y V Z)) V(X V (Y V Z)) nao é
contingente.

Mostre que a sentenca B — —.S é equivalente a sentenca -—B —
-S.

Mostre que a sentenca —(X V 0) ndo € equivalente a sentenca
X AO.

Mostre que as sentengas ~(4V B), C, C — A4 sdo conjuntamente
inconsistentes.

Mostre que as sentencas ~(4VB), -B, B — A sao conjuntamente
consistentes.

Mostre que (4 V (B V C)) .".=~C é valido.

Mostre que =(4 A (B V C)) .".=C é invalido.

B. Use uma derivacdo ou uma tabela de verdade para cada um dos
seguintes:

1.

2.

S s @

>

10.

Mostre que 4 — (B — A) é um teorema.

Mostre que =(((N < Q) V Q) V N) nado é um teorema.
Mostre que Z V (~Z < Z) é contingente.

Mostre que (L < ((N — N) — L)) V H nao é contingente.
Mostre que (4 <> A) A (B A —~B) é uma contradicao.

Mostre que (B < (C V B)) nao é uma contradicao.

Mostre que ((—X < X) VvV X) é equivalente a X.

Mostre que F A (K A R) nao é equivalente a (F < (K < R)).

Mostre que as sentencas ~(W — W), (W < W)AW, EV(W —
—(E A W)) nao conjuntamente inconsistentes.

Mostre que as sentencas ~RVC, (CAR) — —R, (-(RVR) — R)
sdo conjuntamente consistentes.
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11. Mostre que =—(C < =C),(GVC)VG) .. ((G = C)AG) é
valido.

12. Mostre que =—L,(C — -L) — C) .. =C ¢é invalido.



PARTE V

Logica de
primeira ordem



CAPITULO 21

Blocos de
construcdo de
LPO

21.1 A necessidade de decompor sentencas

Considere o seguinte argumento, que é obviamente valido no Portu-
gués:

Willard é um légico. Todos os l6gicos usam um chapéu
engracado. .".Willard usa um chapéu engracado.

Para simboliza-lo em LVF, poderiamos oferecer uma chave de simbo-
lizacdo:

L: Willard é um logico.
A: Todos os l6gicos usam chapéu engracados.
F: Willard usa um chapéu engracado.

E o proprio argumento torna-se:
LA . F

Isto é invdlido em LVF, mas o argumento Portugués original é clara-
mente valido.
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O problema nao é que cometemos um erro ao simbolizar o argu-
mento. Esta é a melhor simbolizacdo que podemos dar em LVF. O
problema encontra-se na prépria LVF. “Todos os 16gicos usam um cha-
peu engracado’ é sobre logicos e usar chapéu. Ao ndo manter esta
estrutura em nosso simbolizacdo, perdemos a conexao entre Willard
ser 16gico e Willard usar um chapeu.

As unidades basicas de LVF sao letras sentenciais e LVF nao pode
decompo-las. Para simbolizarmos argumentos como aquele supraci-
tado, teremos de desenvolver uma nova linguagem légica que nos per-
mitird dividir o dtomo. Chamaremos esta linguagem [ldgica de primeira
ordem ou LPO.

Os detalhes de LPO serao explicados por todo este capitulo, mas
aqui a ideia basica é dividir o atomo.

Em primeiro lugar, temos nomes. Em LPO, indicamos estes com
letras mintsculas em italico. Por exemplo, poderiamos estabelecer que
‘D’ refira-se a Bertie ou que ‘i’ refira-se a Willard.

Em segundo lugar, temos predicados. Predicados no Portugués
sdo expressodes tais como ° é um cao’ ou °
Estes ndo sdo sentencas completas. Para fazer uma sentenga completa,
precisamos preencher a lacuna. Precisamos dizer algo como ‘Bertie é
um cao’ ou ‘Willard € um légico’. Em LPO, indicamos predicados por
letras maiusculas em italico. Por exemplo, permita que o predicado
de LPO ‘D’ simbolize o predicado do Portugués é um cao’.
Entao a expressao ‘D(b)’ sera uma sentenca em LPO, que simboliza
a sentenca do Portugués ‘Bertie é um cao’. Da mesma forma, permita
que o predicado de LPO ‘L’ simbolize o predicado do Portugueés *
€ um logico’. Entdo, a expressao ‘L(i)’ simbolizard a sentenca do
Portugués ‘Willard é um légico’.

Em terceiro lugar, temos quantificadores. Por exemplo, ‘3’ comu-
nicara, aproximadamente, ‘ha pelo menos um ... . Desse modo, pode-
riamos simbolizar a sentenca do Portugués ‘ha um cao’ pela sentenca
de LPO ‘Jx D(x)’, que seria naturalmente lida como ‘ha pelo menos
yma coisa x tal que x € um cao’.

Essa é a ideia geral, mas LPO ¢ significativamente mais sutil do
que LVF, assim iremos aborda-la vagarosamente.

é um logico’.
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21.2 Nomes

No Portugués, um termo singular é uma palavra ou expressao que se
refere a uma pessoa especifica, a um lugar ou uma coisa. A palavra ‘cao’
nao é um termo singular, porque ha muitos caes. A expressao ‘Bertie’
€ um termo singular, porque ela refere-se a um terrier especifico. Da
mesma forma, a expressao ‘o cao Bertie do Philip’ € um termo singular,
porque ela refere-se a um pequeno terrier especifico.

Nomes préprios sao um tipo particularmente importante de termo
singular.  Estas s3o expressdes que selecionam individuos sem
descrevé-los. O nome ‘Emerson’ é um nome proprio e o nome spzi-
nho nao lhe diz qualquer coisa sobre Emerson. E claro, alguns nomes
sdo tradicionalmente dados a meninos e outros sao tradicionalmente
dados a meninas. Se ‘Hilary’ é usado como termo singular, poderia-
mos dar o palpite de que esse nome refere-se a uma mulher. Todavia,
poderiamos ter dado um palpite errado. De fato, o nome nao neces-
sariamente significa que a pessoa referida seja mesmo uma pessoa:
Hilary poderia ser uma girafa.

Em LPO, nossos NOMES sdo letras minasculas de @’ a ‘r’. Podemos
adicionar subscritos, se desejarmos usar algumas letras mais de uma
vez. Assim, aqui estdo alguns termos singulares em LPO:

a,b,c,....r,a1, 32, j390, m12

Estes deveriam ser pensados similarmente como nomes préprios do
Portugués, mas com uma diferenca. “Tim Burton’ é um nome préprio,
mas ha varias pessoas que tém este nome (da mesma forma, ha pelo
menos duas pessoas com o nome ‘P.D. Magnus’). Vivemos com este
tipo de ambiguidade no Portugués, permitindo que o contexto espe-
cifique o fato que ‘Tim Burton’ refere-se a um autor deste livro e nao
algum outro Tim. Em LPO, nao toleramos qualquer tal ambiguidade.
Cada nome deve selecionar exatamente uma coisa (todavia, dois nomes
diferentes podem selecionar a mesma coisa).

Similar a LVF, podemos fornecer chaves de simbolizacdo. Estas
indicam temporariamente o que um nome selecionara. Assim, pode-
riamos oferecer:

e: Elsa
g: Gregor
m: Marybeth
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21.3 Predicados

Os predicados mais simples sdo propriedades de individuos. Eles sao
coisas que vocé pode dizer sobre um objeto. Aqui estdo alguns exem-
plos dos predicados do Portugués:

¢ um cao
¢ um membro de Monty Python
Um piano caiu em

Em geral, vocé pode pensar sobre predicados como coisas que se com-
binam com termos singulares para fazer sentencas. Inversamente, vocé
pode iniciar com sentencas e fazer predicados a partir delas, remo-
vendo termos. Considere a sentenca ‘Vinnie pegou emprestado o carro
da familia de Nunzio’. Ao removermos um termo singular, podemos
obter qualquer um dos trés predicados:

borrowed pegou emprestado o carro da familia de
Nunzio
Vinnie pegou emprestado de Nunzio
Vinnie pegou emprestado o carro da familia de

Em LPO, PREDICADOS sao letras maitsculas de 4 a Z, com ou sem
subscritos. Poderiamos escrever uma chave de simboliza¢ao para pre-
dicados, assim:

A(x): x esta zangado
H(x): « esta feliz

Por que os subscritos nas lacunas? Retornaremos a isto em in §23.

Se combinarmos nossas duas chaves de simboliza¢do, podemos co-
megcar simbolizando algumas sentengas do Portugués que usam nomes
e predicados em combinagao. Por exemplo, considere as sentencas do
Portugués:

1. Elsa esta zangada.
2. Gregor e Marybeth estdo zangados.
3. Se Elsa estd zangada, entdo Gregor e Marybeth estao zangados.

Sentenca 1 é simples e direta: ela é simbolizada por ‘4(e)’.
Sentenca 2: esta é uma conjuncdo de duas sentencas mais sim-
ples. As sentencas simples podem ser simbolizadas por ‘4(g)’ e



CAPITULO 21. BLOCOS DE CONSTRUGAO DE LPO 175

‘A(m)’. Entao recorremos a ILVF e simbolizamos a sentenca inteira
por ‘A(g) A A(m)’. Isto ilustra um ponto importante: LPO tem todos
os conectivos verofuncionais de LVF.

Sentenca 3: esta é um condicional, cujo antecedente é a sentenca 1
e cujo consequente é a sentenca 2, assim podemos simboliza-la por
“A(e) — (A(g) A A(m))’.

21.4 Quantificadores

Estamos prontos agora para introduzir quantificadores. Considere
duas sentencas:

4. Todo mundo est4 feliz.
5. Alguém esta zangado.

Poderia ser tentador simbolizar a sentenca 4 como ‘H(¢) A H(g) A
H (m)’. Todavia, isto apenas diria que Elsa e Marybeth estao felizes.
Desejamos dizer que fodo mundo esta feliz, mesmos aqueles sem nomes.
Para fazer isto, introduzimos o simbolo ‘V’. Isto é chamado QUANTIFI-
CADOR UNIVERSAL.

Um quantificador deve ser sempre seguido por uma VARIAVEL. Em
LPO, variaveis sao letras mintsculas em italico de ‘s’ a ‘2’, com ou
sem subscritos. Assim, poderiamos simbolizar a sentenca 4 como
‘Vx H(x). A variavel ‘x’ esta servindo como um tipo de espaco re-
servado [placeholder]'. A expressdo ‘Vx’ intuitivamente significa que
vocé pode selecionar qualquer coisa e coloca-la no lugar de ‘x’. O sub-
sequente ‘H (x)’ indica que esta coisa que vocé selecionou esta feliz.

Deveria ser enfatizado que nao ha razao especial para usar ‘x’
em vez de alguma outra variavel. As sentencas ‘Vx H(x)’, Vy H(y)’,
Yz H(z), e Vx5H (x5)’ usam variaveis diferentes, mas elas sdo todas
logicamente equivalentes.

Para simbolizar a sentenca 5, introduzimos um outro novo simbolo:
0 QUANTIFICADOR EXISTENCIAL , ‘3. Como o quantificador universal,
o quantificador existencial requer uma variavel. A sentenca 5 pode
ser simbolizada por ‘x 4(x)’. Enquanto ‘Vx A(x)’ é naturalmente lido
como ‘para todo x, x esta zangado, ‘x A(x)’ é naturalmente lido como
‘ha algo x tal que x esta zangado’. Mais uma vez, a variavel € um tipo

tver melhor expressao
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de espaco reservado [placeholder]; Poderiamos ter simbolizado também
a sentenca 5 por ‘3z A(z)’, ‘Jwgse A(was6)’, ou afins.
Mais alguns exemplos ajudarao. Considere estas outras sentencas:

6. Ninguém esta zangado.
7. Ha alguam que nao esta feliz.
8. Nem todos sao felizes.

A sentenca 6 pode ser parafraseada por ‘ndo é o caso que alguém es-
teja zangado’. Podemos, entdo, simboliza-la usando a negac¢iao e um
quantificador existencial: ‘-3x A(x)’. Todavia, a sentenca 6 poderia
ser parafraseada por ‘todos nao estao zangados’. Com isto em mente,
ela pode ser simbolizada usando a negacao e um quantificador univer-
sal: ‘Vx -A4(x)’. Ambas sdo simboliza¢des aceitaveis. De fato, acontece
que, em geral, Vx g é logicamente equivalente a —~3x o (observe que
aqui retornamos a pratica de usar ‘I’ como uma metavariavel, veja
§7). Simbolizar uma sentenca de uma maneira, em vez da outra, po-
deria parecer mais ‘natural’ em alguns contextos, mas isso nao € mais
do que uma questao de gosto.

A sentenca 7 € mais naturalmente parafraseada por ‘ha algum x tal
que x ndo esta feliz’. Entao, Isto torna-se ‘Ix ~H (x)’. E claro, pode-
riamos igualmente ter escrito ‘~Vx H(x)’, que leriamos naturalmente
como ‘nao € o caso que todos estejam felizes’. Isso também seria uma
simbolizacao perfeitamente adequada da sentenca 8.

21.5 Dominios

Dada a chave de simbolizagao que usamos, ‘Vx H (x)’ simboliza ‘todos
estao felizes’. Quem estd incluido neste fodos? Quando usamos sen-
tencas como esta no Portugués, em geral ndo queremos dizer todos
que estdo agora vivos na Terra. Dertamente, ndo queremos dizer qual-
quer um que ja viveu ou que vivera. Muito das vezes, queremos dizer
algo mais modesto: todos que estdo agora no prédio, todos que estdao
matriculados na aula de balé ou afins.

A fim de eliminar esta ambiguidade, precisaremos especificar um
DOMINIO. O dominio é a cole¢do de coisas sobre as quais estamos fa-
lando. Assim, se desejamos falar sobre pessoas em Chicago, definimos
o dominio como sendo as pessoas que estdo em Chicago. Escrevemos
isto no inicio da chave de simbolizacdo, assim:
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Dominio: Pessoas que estdo em Chicago

Os quantificadores percorrem[range over| o dominio. Dado este dominio,
‘Vx’ tem de ser lido, grosso modo, como ‘qualquer pessoa que esta em
Chicago ¢é tal que...’ e 3x’ tem de ser lido como ‘alguma pessoa que
estd em Chicago € tal que... .

Em LPO, o dominio deve sempre incluir pelo menos uma coisa.
Além disso, no Portugués, podemos inferir ‘alguma coisa esta feliz’ a
partir de ‘Gregor esta feliz’. Em LPO, entdo, desejamos ser capazes
de inferir ‘Ix A(x)’ a partir de ‘4(g)’. Desse modo, insistiremos que
cada nome selecione exatamente uma coisa do dominio. Se quisermos
nomear pessoas em lugares fora de Chicago, entao precisamos incluir
estas pessoas no dominio.

Um dominio deve ter pelo menos um membro. Um nome deve
selecionar exatamente um membro do dominio, mas um membro
do dominio pode ser selecionado por um nome, por muitos
nomes ou por nenhum nome.

Mesmo permitir um dominio com apenas um membro pode pro-
duzir alguns resultados estranhos. Suponha que temos isto como uma
chave de simbolizacao:

dominio: a Torre Eiffel
P(x): x estd em Paris

A sentenca Vx P(x) poderia ser parafraseada em Portugués por ‘tudo
esta em Paris’. Todavia, isso seria enganoso. Significa que tudo no
dominio estad em Paris. Este dominio contém somente a Torre Eiffel,
assim, com esta chave de simbolizac¢do, Vx P(x) significa justamente
que a Torre Eiffel esta em Paris.

Termos nao-denotativos

Em LPO, cada nome deve selecionar exatamente um membro do do-
minio. Um nome nao pode se referir a mais de uma coisa — ele é um
termo singular. Cada nome deve ainda selecionar algo. Isto esta co-
nectado a um problema filoséfico classico: o entdo chamado problema
dos termos nao-denotativos.
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Fil6sofos medievais tipicamente usavam sentencas sobre a quimera
para exemplificar este problema. Quimera € uma criatura mitolégica;
de fato, ela ndo existe. Considere estas duas sentencas:

9. Quimera esta zangada.
10. Quimera nao estad zangada.

E tentador definir um nome para significar ‘quimera’. A chave de
simbolizagdo seria assim:

dominio: criaturas na Terra
A(x): x esta zangado
¢: Quimera

Poderiamos, entao, simbolizar a sentenca g como A(¢) e a sentenga 10
como —A(c).

Problemas surgirdo quando perguntamos se estas sentencas sao
verdadeiras ou falsas.

Uma opcao € dizer que a sentenca g nao é verdadeira, porque nao
existe quimera. Se a sentenca  é falsa, porque ela fala sobre uma
coisa nao-existente, entdo a sentenca 10 € falsa pela mesma razio.
Todavia, isto significaria que 4(¢) e =A4(¢) seriam ambas falsas. Dadas
as condi¢oes de verdade para negacao, isto ndo pode ser o caso.

Uma vez que nido podemos dizer que elas sio ambas falsas, o
que deveriamos fazer? Uma outra opcao é dizer que a sentenga g é
nao-significativa [is meaningless]*, porque ela fala sobre uma coisa nao-
existente. Desse modo, A4(¢) seria uma expressao significativa em LPO
para algumas interpretagdes, mas nao para outras. Todavia, isto faria
com que nossa linguagem formal fosse refém de interpretacoes parti-
culares. Uma vez que estamos interessados na forma légica, queremos
considerar a forca l6gica de uma senten¢a como A(¢) independemente
de qualquer interpretacdo particular. Se A(c¢) fosse as vezes significa-
tivo e fosse as vezes nao-significativo, ndo poderiamos fazer isso.

Isto é o problema de termos nao-denotativos e retornaremos a ele mais
tarde (veja p. 212). Por enquanto, o ponto importante é que cada nome
em LPO deve referirse a algo no dominio, embora o dominio possa
conter qualquer coisa que quisermos. Se quisermos simbolizar argu-
mentos sobre criaturas mitologicas, entao devemos definir um dominio

?Talvez, "ndo tem significado”.
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que as inclua. Esta opcdo é importante, se desejamos considerar a 16-
gica das ficgdes. Podemos simbolizar uma sentenca como “Sherlock
Holmes viveu na rua Baker 221B”, incluindo personagens ficcionais
como Sherlock Holmes em nosso dominio.



CAPITULO 22

Sentencas com
unico
quantificador

Agora temos todas as pecas de LPO. Simbolizar sentenc¢as mais com-
plicadas serd apenas uma questiao de saber a maneira correta de com-
binar predicados, nomes, quantificadores e conectivos. Nao ha um
talento especial para isto e ndo ha substituto para pratica.

22.1 Expressoes quantificadoras comuns
Considere estas sentencas:

1. Toda moeda no meu bolso é de 25 centavos.

2. Alguma moeda na mesa é de 1 centavo.

3. Nem todas as moedas na mesa sdao de 1 centavo.
4. Nenhuma moeda no meu bolso é de 1 centavo.

Ao fornecer uma chave de simbolizagao, precisamos especificar um
dominio. Uma vez que estamos falando sobre moedas no meu bolso e
na mesa, o dominio deve conter pelo menos todas estas moedas. Uma
vez que nao estamos falando sobre qualquer moeda especifica, nao
precisamos lidar com qualquer nome. Asiim, aqui esta a nossa chave:



CAPITULO 22. SENTENCAS COM UNICO QUANTIFICADOR 181

dominio: todas as moedas

P(x): x estd no meu bolso
T (x): x estd na mesa
0(x): x € de 25 centavos
D(x): « € de 1 centavo

A sentenca 1 é mais naturalmente simbolizada usando um quantifi-
cador universal. O quantificador universal diz algo sobre tudo que esta
no dominio, ndo apenas sobre as moedas no meu bolso. A sentenga 1
pode ser parafraseada por ‘para qualquer moeda, se essa moeda esta
no meu bolso, entdo ela é de 25 centavos’. Assim, podemos simboliza-la
como ‘Vx(P(x) — Q(x))’.

Uma vez que a sentenca 1 é sobre moedas que estdo no meu bolso
¢ que sao de 25 centavos, poderia ser tentador simboliza-la usando
a conjuncao. Entretanto, a sentenca ‘Vx(P(x) A Q(x))’ simbolizaria
a sentenca ‘toda moeda é de 25 centavos e esta no meu bolso’. Isto
significa algo muito diferente que a sentenga 1. E, assim, vemos:

Uma sentenca pode ser simbolizada por Vx(F(x) — 6(x)), se
ela pode ser parafraseada no Portugués por ‘qualquer F é G’.

A sentenca 2 € mais naturalmente simbolizada usando um quan-
tificador existencial. Ela pode ser parafraseada por ‘ha alguma mo-
eda que estad na mesa e que é de 1 centavo’. Dessa forma, podemos
simboliza-la como ‘Ax (7T (x) A D(x))’.

Observe que precisamos usar um condicional com quantificador
universal, mas usamos uma conjun¢ao com o quantificador existencial.
Suponha que, em vez disso, tivéssemos escrito ‘Ix(7'(x) — D(x))’.
Isto significaria que ha algum objeto no dominio do qual ‘(7' (x) —
D(x))’ é verdadeiro. Lembre-se que, em LVF, o — 9B é logicamente
equivalente (em LVF) a =4 v 9. Esta equivaléncia também valerd em
LPO. Assim, ‘3x(7'(x) — D(x))’ é verdadeira se ha algum objeto no
dominio tal que ‘(=7 (x) V D(x))’ é verdadeira desta objeto. Ou seja,
‘Ix(T'(x) — D(x)) é verdadeira, se alguma moeda ox ndo esta na
mesa ou é de 1 centavo. E claro, hA uma moeda que nio esta na mesa:
ha moedas em muitos outros lugares. Assim, é muito facil ver que
‘Jx (T (x) — D(x))’ é verdadeira. Em geral, um condicional sera um
conectivo natural para usar com um quantificador universal, mas um
condicional dentro do escopo de um quantificador existencial tende a
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dizer, de fato, algo muito mais fraco. Como uma regra de ouro geral,
nao coloque condicionais no escopo de quantificadores existenciais, a
menos que vocé tenha certeza que vocé necessite fazer isto.

Uma sentenca pode ser simbolizada por 3x(F(x) A €(x)), se
ela pode ser parafraseada em Portugués como ‘algum F é G’.

A sentenca 3 pode ser parafraseada por ‘ndo é o caso que todo
moeda na mesa é de 1 centavo’. Desse modo, podemos simboliza-
la por ‘=Vx(7(x) — D(x))’. Poderiamos olhar para a sentenca 3 e
parafrasea-la por ‘alguma moeda na mesa nao é de 1 centavo’. Ela
seria, entdo, simbolizada por 3x(7°(x) A =D(x))’. Embora nao seja
imediatamente 6bvio ainda, estas duas sentencas sao logicamente equi-
valentes (isto é devido a equivaléncia l6gica entre —=Vx o e 3x—9, men-
cionada em §21, junto com a equivaléncia entre (s — RB) e A A=RB).

A sentenca 4 pode ser parafraseada por ‘ndo é o caso que ha al-
guma moeda de 1 centavo no meu bolso’. Isto pode ser simbolizado
por ‘-3x(P(x) A D(x))’. Ela poderia também ser parafraseada por
‘qualquer moeda no meu bolso ndo é de 1 centavo’ e, entdo, pode-
ria ser simbolizada por ‘Vx(P(x) — -D(x))’. Novamente, as duas
simboliza¢des sao logicamente equivalentes; ambas sao simbolizag¢oes
corretas da sentenca 4.

22.2 Predicados vazios

Em §21, enfatizamos que um nome deve selecionar exatamente um
objeto no dominio. Entretanto, um predicado nao precisa se aplicar
a qualquer coisa no dominio. Um predicado que se aplica a nada no
dominio é chamado PREDICADO VAZIO. Vale a pena explorar isto.
Suponha que desejamos simbolizar estas duas sentencas:

5. Todo macaco conhece a linguagem de sinais
6. Algum macaco conhece a linguagem de sinais

E possivel escrever a chave de simbolizacdo para estas sentencas da
seguinte forma:
dominio: animais

M(x): x € um macaco.
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S(x): x conhece a linguagem de sinais.

A sentenca ; pode ser agora simbolizada por Vx(M(x) — S(x))’. A
sentenca 6 pode ser simbolizada por ‘Fx (M (x) A S(x))’.

E tentador dizer que a sentenca 5 acarreta a sentenca 6. Ou seja,
poderiamos pensar que é impossivel que seja o caso que todo macaco
conheca a linguagem de sinais, sem ser também o caso que algum
macaco conhega a linguagem de sinais, mas isto seria um erro. E
possivel que a sentenga ‘Vx(M (x) — S(x))’ seja verdadeira, embora a
sentenca ‘Ix (M (x) A S(x))’ seja falsa.

Como isso € possivel? A resposta é obtida considerando se estas
sentencas seriam verdadeiras ou falsas, caso ndo existissem macacos. Se
nio existissem macacos (no dominio), entdo Vx(M(x) — S(x)) se-
ria vacuamente verdadeira: tome qualquer macaco que vocé quiser —
ele conhece linguagem de sinais! Mas se nao houvesse macacos (no
dominio), entdo ‘Jx(M(x) A S(x))’ seria falsa.

Um outro exemplo ajudara a entender esse ponto melhor. Suponha
que estendemos a chave de simboliza¢do acima, adicionando:

R(x): x € uma geladeira

Agora considere a sentenga ‘Vx(R(x) — M(x))’. Isto simboliza ‘toda
geladeira é um macaco’. Esta sentenca é verdadeira, dada nossa chave
de simbolizacao, que é contraintuitiva, uma vez que, presumivelmente,
nao queremos dizer que ha um monte de macacos que sao geladeiras.
E importante lembrar, entretanto, que ‘Vx(R(x) — M(x))’ é verda-
deira sse qualquer membro do dominio que é uma geladeira é um
macaco. Uma vez que o dominio é a classe dos animais, entao nao ha
geladeiras no dominio. Novamente, entdo, a sentenga é vacuamente
verdadeira.

De fato, se estivéssemos lidando com a sentenca ‘todas as geladei-
ras sdo macacos’, entao, muito provavelmente, vocé gostaria de incluir
utensilios de cozinha no dominio. Entao, o predicado ‘R’ ndo seria va-
zio e a sentenca ‘Vx(R(x) — M (x))’ seria falsa.

Quando F é um predicado vazio, a sentenca Vx(F(x) — ...)
sera vacuamente verdadeira.
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22.3 Selecionando um dominio

A simbolizacdo apropriada de uma sentenca do Portugués em LPO
dependera da chave de simbolizagdo. Escolher uma chave pode ser
dificil. Suponha que desejamos simbolizar a sentenca do Portugués:

7. Toda rosa tem espinhos
Poderiamos oferecer esta chave de simbolizacao:

R(x): x € uma rosa
T (x): x tem espinhos

E tentador dizer que a sentenga 7 deveria ser simbolizada por
Yx(R(x) — T (x))’, mas nao escolhemos, contudo, um dominio. Se o
dominio contém todas as rosas, isto seria uma boa simboliza¢dao. Con-
tudo, se o dominio é composto apenas das coisas que estdo na minha mesa
de cozinha, entao ‘Vx(R(x) — T(x))’ apenas abarcaria o fato de que
toda rosa que esta na minha mesa de cozinha tem espinhos. Se nao ha
rosas na minha mesa da cozinha, entdo a sentenca seria trivialmente
verdadeira. Isto ndo é o que queremos. Para simbolizar a sentenca
7 adequadamente, precisamos incluir todas as rosas no dominio, mas
agora temos dua opgdes.

Em primeiro lugar, podemos restringir o dominio para incluir to-
das as rosas, mas somente rosa. Entdo, a sentenca 7 pode ser simbo-
lizada, se quisermos, por ‘Vx T'(x)’. Isto sera verdadeiro sse tudo no
dominio tiver espinhos. Uma vez que o dominio é composto somente
por rosas, isto é verdadeiro sse toda rosa tem espinhos. Ao restringir-
mos o dominio, fomos capazes de simbolizar a sentenca em Portugués
por uma sentenca muito curta de LPO. Assim, esta abordagem pode
nos livrar de problemas, se toda sentenca com a qual queremos lidar
é sobre rosas.

Em segundo lugar, podemos permitir que o dominio contenha coi-
sas além de rosas: margaridas, ratos, rifles e afins. E, certamente,
precisaremos incluir um dominio mais expansivo, se queremos simul-
taneamente simbolizar sentencas como:

8. Todo caubbi canta musicas muito tristes.

Nosso dominio deve incluir todas as rosas (de forma que possamos sim-
bolizar a sentenca 7) e todos os caubdis (de forma que possamos sim-
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bolizae a sentenca 8).. Assim, poderiamos oferecer a seguinte chave
de simbolizacao:

dominio: pessoas e plantas

C(x): x € um cauboi

S(x): x canta musicas muito tristes
R(x): x € uma rosa

T (x): x tem espinhos

Agora teremos de simbolizar a sentenga 7 com Vx(R(x) — T (x))’,
uma vez que ‘Vx 7'(x)’ simbolizaria a sentenca ‘toda pessoa ou planta
tém espinhos’. Similarmente, teremos de simbolizar a sentenca 8 com
VYa(C(x) > S(x)).

Em geral, o quantificador universal pode ser usado para simbolizar
a expressao do Portugués ‘qualquer um’, se o dominio contém apenas
pessoas. Se ha pessoas e outras coisas no dominio, entdo qualquer
um’ deve ser tratado como ‘toda pessoa’.

22.4 A utilidade da parafrase

Ao simbolizar as sentencas do Portugués em LPO, é importante en-
tender a estrutura das sentencas que vocé deseja simbolizar. O que
importa é a simbolizacdo final e, a vezes, vocé consegue ir de uma
sentenca do Portugués diretamente a uma sentenca de LPO. Outras
vezes, é de grande ajuda parafrasear a sentenca uma ou mais vezes.
Cada parafrase sucessiva deveria ir da sentenca original a algo que
vocé pode simbolizar diretamente em LPO

Para os proximos exemplos, usaremos esta chave de simbolizac¢ao:

dominio: pessoas

B(x): « € baixista
R(x): x € uma estrela do rock
k: Kim Deal

Agora considere estas sentencas:

9. Se Kim Deal é um baixista, entdo ela é uma estrela do rock.
10. Se uma pessoa € um baixista, entao ela é uma estrela do rock.

As mesmas palavras aparecem como o consequente nas sentencas e
10 (... ela é uma estrela do rock’), mas elas significam coisas muito
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diferentes. Para esclarecer o ponto, é frequentemente util parafrasear
as sentencas originais, removendo os pronomes.

A sentenca 10 pode ser parafraseada por ‘Se Kim Deal é um bai-
xista, entdao Kim Deal é uma estrela do rock’. Isto pode se obviamente
simbolizado por ‘B(k) — R(k)’.

A sentenca 10 deve ser parafraseada de forma diferente: ‘se uma
pessoa € um baixista, entdo essa pessoa é uma estrela do rock’. Esta
sentenca nao é sobre qualquer pessoa particular, assim precisamos de
uma variavel. Como um passo intermediario, podemos parafrasear
isto por ‘para qualquer pessoa X, se x é um baixista, entdo x é uma
estrela do rock’. Agora isto pode ser simbolizado por ‘Vx(B(x) —
R(x))’. Esta é a mesma sentenca que teriamos usado para simbolizar
‘qualquer um que é um baixista é uma estrela do rock’. Refletindo,
essa sentenca é seguramente verdadeira sse a sentenca 10 é verdadeira,
como seria o esperado.

Considere estas outras sentencas:

11. Se cada um € baixista, entao Kim Deal é uma estrela do rock.
12. Se cada um € baixista, entdo ele é uma estrela do rock.

As mesmas palavras aparecem como o antecedente nas sentencas 11
e 12 (‘se cada um € baixista...’), mas pode ser complicado descobrir
como simbolizar estes dois usos. Novamente, a parafrase vira ao seu
axilio.

A sentenca 11 pode ser parafraseada por ‘se ha pelo menos um
baixista, entdo Kim Deal é uma estrela do rock’. E claro agora que
isto é condicional cujo antecedente é uma expressao quantificada; as-
sim, podemos simbolizar a sentenca inteira com um condicional como
operador logico principal: ‘IxB(x) — R(k)’.

A sentenca 12 pode ser parafraseada por ‘para toda pessoa x, se x é
um baixista, entdo x é uma estrela do rock’. Ou, em um Portugués mais
natural, ela pode ser parafraseada por ‘todos baixistas sao estrelas do
rock’. Ela é melhor simbolizada por Vx(B(x) — R(x))’, da mesma
maneira qu a sentenga 10.

A moral é que as palavras do Portugués ‘cada’ e ‘cada um’ deve-
riam ser tipicamente simbolizadas, usando-se quantificadores e se vocé
estiver tendo dificuldades em determinar se é para usar um quantifi-
cador universal ou um quantificador existencial, tente parafrasear a
sentenca com uma sentenca do Portugués que use palavras além de
‘cada’ ou ‘cada um’.
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22.5 Quantificadores e escopo

Continuando o exemplo, suponha que desejamos simbolizar estas sen-
tencas:

13. Se qualquer um é baixista, entdo Lars é um baixista.
14. Qualquer um é tal que se ele é baixista, entdo Lars € um baixista.

Para simbolizar estas sentencas, teremos de adicionar um novo nome
a chave de simbolizacdo, a saber:

[: Lars

A sentenca 13 é um condicional, cujo atecedente é ‘qualquer um é bai-
xista’, assim ela sera simbolizada por ‘Vx B(x) — B(/)’. Esta sentenca
é necessariamente verdadeira: se qualguer um é, de fato, baixista, entao
tome quanlquer um que vocé quiser — por exemplo, Lars — e ele sera
um baixista.

A sentenca 14, ao contrario, poderia ser melhor parafraseada por
‘qualquer pessoa x é tal que, se x é baixista, entdo Lars é um baixista’.
Isto é simbolizado por ‘Vx(B(x) — B([))’. Esta sentenga é falsa; Kim
Dela é baixista. Assim, ‘B(k)’ é verdadeira. Suponha que Lars nao
seja baixista (digamos que, em vez disso, ele seja uma baterista), assim
‘B(l)’ é falsa. De acordo com isso, ‘B(k) — B(l)’ sera falsa, logo
‘VYx(B(x) — B(l))’ também sera falsa.

Resumindo, ‘VxB(x) — B(l)’ e ‘Vx(B(x) — B(l))’ sdo sentencas
muito diferentes. Podemos explicar a diferenca em termos do escopo
do quantificador. O escopo da quantificacdo é muito semelhante ao
escopo da negacao, que consideramos quando discutimos LVF e sera
util explica-lo dessa forma.

Na sentenca ‘-B(k) — B([)’, o escopo de ‘=’ é apenas o antece-
dente do condicional. Estamos dizendo algo como: se ‘B(k)’ ¢ falsa,
entdo ‘B([)’ é verdadeira. Similarmente, na sentenca ‘VxB(x) — B([)’,
o escopo de ‘Vx’ é apenas o antecedente do condicional. Estamos di-
zendo algo como: se ‘B(x)’ é verdadeira de gualquer coisa, entao ‘B(l)’
é também verdadeira.

Na sentenca ‘~(B(k) — B(l))’, o escopo de ‘=’ é a sentenca inteira.
Estamos dizendo algo como: ‘(B(k) — B([))’ é falsa. Similarmente,
na sentenca ‘Vx(B(x) — B(l))’, o escopo de ‘Vx’ é a sentenca inteira.
Estamos dizendo algo como: ‘(B(x) — B([))’ é verdadeira de qualquer
coisa.
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A moral da historia é simples. Quando vocé esta usando condici-
onais, seja cuidadoso e certifique-se de que vocé determinou correta-
mente o escopo.

Predicados ambiguos

Suponha que desejamos simbolizar esta sentenca:
15. Adina é uma cirurgia habilidosa

Seja o dominio de pessoas, suponha que K (x) signifique ‘x é uma cirur-
gia habilidosa’ e que « signifique Adina. A sentenca 15 é simplesmente
K(a).

Em vez disso, suponha que queremos simbolizar este argumento:

O hospital contratard apenas um cirurgiao habilidoso. To-
dos os cirurgides sdo gananciosos. Billy é um cirurgiao,
mas nao é habilidoso. Portanto, Billy é ganancioso, mas o
hospital ndo o contratara.

Precisamos distinguir ser um cirurgiao habilidoso de ser meramente um
cirurgido. Assim, definimos esta chave de simbolizacao:

dominio: pessoas
G(x): x € ganacioso.
H (x): O hospital contratara e
R(x): x € um cirurgiao.
K(x): x € habilidoso.
b: Billy

Agora o argumento pode ser simbolizado dessa maneira:

Vx[ﬁ(R(x) ANK(x)) — —|H(x)]
Vx(R(x) = G(x))
R(b) A=K (b)

. G(b) A=H(b)

Depois, suponha que desejamos simbolizar este argumento:

Carol é uma cirurgia habilidosa e jogadora de ténis. Por-
tanto, Carol é uma jogadora habilidosa de ténis.
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Se comecarmos com a chave de simbolizacdo que usamos para o ar-
gumento anterior, poderiamos adicionar um predicado (suponha que
T (x) signifique ‘x € uma jogadora de ténis) e um nome (suponha que
¢ signifique Carol). Entao o argumento tona-se:

(R(¢) NK(¢)) AT (¢)
o T () ANK(e)

Esta simboliza¢dao é um desastre! Ela toma o que em Portugués é um
argumento terrivel e simboliza-o como um argumento valido em LPO.
O problema é que ha uma diferenca entre ser habilidosa como cirurgia e
ser habilidosa como uma jogadora de ténis. Simbolizar este argumento cor-
retamente requer dois predicados separados, uma para cada tipo de
habilidade. Se permitimos que Ki(x) signifique ‘x é habilidosa como
cirurgia’ e Ky(x) signifique ‘x é habilidosa como uma jogadora de té-
nis’, entdo podemos simbolizar o argumento dessa maneira:

(R(c) A K1(c)) AT (c)
o T(e) A Kol(c)

Como no argumento em Portugués , isto é invalido.

A moral destes exemplos é que vocé precisa ser cuidadoso ao sim-
bolizar predicados em uma forma ambigua. Problemas similares po-
dem surgir com predicados tais como bom, ruim, grande e pequeno. As-
sim como cirurgides habilidosos e jogadores de ténis habilidosos, caes
grandes, ratos grandes e grandes problemas sao grandes de diferentes
maneiras.

E suficiente ter um predicado que signifique ‘x é um cirurgiao habi-
lidoso’, em vez de dois predicados ‘x ¢ habilidoso’ e ‘x ¢ cirurgiao’? As
vezes. Como a sentenca 15 mostra, as vezes nao precisamos distinguir
entre cirurgies habilidosos e outros cirurgices.

Devemos sempre distinguir entre as diferentes maneiras de ser
habilidoso, bom, ruim ou grande? Nao. Como o argumento sobre
Billy mostra, as vezes precisamos apenas falar sobre um tipo de habili-
dade. Se vocé estiver simbolizando um argumento que é apenas sobre
caes, nao ha problemas em se definir um predicado que signifique ‘x é
grande’. Se o dominio inclui caes e ratos, entretanto, é provavelmente
introduzir o predicado que signifique que ‘x é grande para um cao’.
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Exercicios Praticos

A. Aqui estdo figuras silogisticas identificadas por Aristételes e os
sucessores dele, juntamente com os nomes medievais dos silogismos:

N OoT s ®

8.
9.
10.
11.
12.

13.
14.
15.

Barbara. Todo G é F. Todo H é G. Logo: Todo H é F
Celarent. Nenhum G é F. Todo H é G. Logo: Nenhum H é F
Ferio. Nenhum G é F. Algum H é G. Logo: Algum H nédo é F
Darii. Todo G é F. Algum H é G. Logo: Algum H é F.
Camestres. Todo F é G. Nenhum H é G. Logo: Nenhum H é F.
Cesare. Nenhum F é G. Todo H é G. Logo: Nenhum H é F.
Baroko. Todo F é G. Algum H ndo é G. Logo: Algum H nao
éF.

Festino. Nenhum F é G. Algum H é G. Logo: Algum H nao é I.
Datisi. Todo G é F. Algum G é H. Logo: Algum H é F.
Disamis. Algum G é F. Todo G é H. Logo: Algum H é F.
Ferison. Nenhum G é F. Algum G é H. Logo: Algum H néo é I.
Bokardo. Algum G nao é F. Todo G é H. Logo: Algum H nao
é L.

Camenes. Todo F é G. Nenhum G é H Logo: Nenhum H é F.
Dimaris. Algum F é G. Todo G é H. Logo: Algum H é F.
Fresison. Nenhum F é G. Algum G é H. Logo: Algum H nao
éF.

Simbolize cada argumento em LPO.

B. Usando a seguinte chave de simbolizac¢ao:

dominio: pessoas
K(x): « conhece a combinacao do cofre
S(x): x € um espiao
V(x): x € um vegetariano

h: Hofthor

i: Ingmar

simbolize as seguintes sentencas em LPO:

1.

Nem Hofthor nem Ingmar sio vegetarianos.

2. Nenhum espido conhece a combinagao do cofre

Ninguém conhece a combinacdo do cofre, a menos que Ingmar
conheca.
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4. Hofthor é um espido, mas nenhum vegetariano é espiao.
C. Usando a seguinte chave de simbolizacao:

dominio: todos os animais

A(x): x € um jacaré
M(x): x € um macaco
R(x): x € um réptil
Z(x): x Vive no zoolégico
a: Amos
b: Bouncer
¢: Cleo

simbolize as seguintes sentencas em LPO:

. Amos, Bouncer e Cleo vivem todos no zoolégico
Bouncer é um réptil, mas nao é um jacaré
Alguns répteis vivem no zoolégico

. Todo jacaré é um réptil

S O

. Qualquer animal que vive no zoolégico é um macaco ou um
jacaré

6. Ha répteis que nao sdo jacarés

7. Se qualquer animal é um réptil, entio Amos é

8. Se qualquer animal é um jacaré, entao ele é um réptil

D. Para cada argumento, escreva uma chave de simbolizac¢do e simbo-
lize o argumento em LPO.

1. Willard é um logico.Todos os 16gicos usam chapéus engracados.
Logo, Willard usa chapéu engracado

2. Nada na minha mesa de trabalho escapa da minha aten¢do. Ha
um computador na minha mesa de trabalho. Como tal, hd um
computador que nao escapa da minha atencao.

3. Todos os meus sonhos s3o em preto e branco. Programas de
tv antigos sdo em preto e branco. Portanto, alguns dos meus
sonhos sdo programas de tv antigos.

4. Nem Holmes nem Watson estiveram na Australia. Uma possoa
poderia ver um canguru somente se ela estivesse na Australia ou
em um zool6gico. Embora Watson nao tenha visto um canguru,
Holmes viu. Portanto, Holmes esteve em um zoolégico.
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5. Ninguém espera a Ingisi¢do Espanhola. Ninguém conhece os
problemas que ja vi. Portanto, cada um que espera a Inquisicao
Espanhola conhece os problemas que ja vi.

6. Todos os bebés sao ilogicos. Ninguém que seja ilogico pode
gerenciar um crocodilo. Berthold é um bebé. Portanto, Berthold
é incapaz de gerenciar um crocodilo.



CAPITULO 23

Generalidade
multipla

Até agora, consideramos somente sentencas que requerem predicados
unarios e um quantificador. De fato, o poder total de LPO chega
quando comegamos usar predicados enearios e quantificadores multi-
plos. Por este insight, temos de agradecer a Gottlob Frege (1879), mas
também a C. S. Peirce.

23.1 Predicados enearios

Todos os predicados que consideramos até entdo lidam com proprie-
dades que objetos podem ter. Estas propriedades tem um espaco nelas,
e, para fazer uma sentenca, simplesmente precisamos preenché-lo com
um termo. Eles sdo predicados ENEARIOS.

Contudo, outros predicados lidam com uma rela¢do entre duas coi-
sas. Aqui estdo alguns exemplos de predicados relacionais em portu-
gués:

ama
esta a esquerda de
estd em débito com

Estes sdo predicados BINARIOS. Ele precisam ser completados com dois
termos para formar uma sentenca. Inversamente, se comegarmos com
uma sentenca em portugués contendo varios termos singulares, po-
demos remover dois termos sinfulares para obter predicados binarios
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diferentes. Considere a sentenca ‘Vinnie pegou emprestado de Nunzio
o carro da familia’ Ao deletar dois termos singulares, podemos obter
qualquer um dos trés predicados binarios diferentes

Vinnie pegou emprestado de
pegou o carro da familia emprestado de

pegou emprestado de Nunzio

e, ao remover todos os termos singulares, temos um predicado TERNA-
RIO:

pegou emprestado de

De fato, a principio, ndo ha um limite maximo para o nimero de
lugares que nossos predicados podem ter.

Agora, ha uma pequena fraqueza com o foi dito acima. Nés usa-
mos o mesmo simbolo, ’, para indicar o espaco formado ao dele-
tar um termo de uma sentenca. Contudo (como Frege enfatizou), estes
sado espagos diferentes. Para obter uma sentenca, podemos completa-
los com o mesmo termo, mas podemos igualmente completa-los com
termos diferentes, e em varias ordens diferentes. As frases a seguir sao
perfeitamente boas, e todas elas significam coisas bem diferentes:

Karl ama Karl
Karl ama Imre
Imre ama Karl
Imre ama Imre

O ponto é que nds precisamos manter controle dos espagos no predi-
cado, para que possamos ter controle sobre como iremos preenché-los.

Para mantermos controle sobreos espagos, iremos nomea-los. As
conveng¢des de nomeacdo que adotaremos sdo melhor explicadas por
exemplos. Suponha que queiramos simbolizar as seguintes sentencas:

1. Karl ama Imre.

2. Imre ama a so proéprio.

3. Karl ama Imre, mas ndo vice-versa.
4. Karl é amado por Imre.

Comecaremos com a seguinte chave de simbolizagao:
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dominio: pessoas
i: Imre
k: Karl
L(x,y): rama____

A sentenca 1 sera agora simbolizada por ‘L(k,i)’.

A sentenca 2 pode ser parafraseada como ‘Imre ama Imre’. Ela
pode agora ser simbolizada por ‘L(i,i)’.

A sentenca 3 é uma conjun¢ao. Podemos parafrasea-la como ‘Karl
ama Imre, e Imre ndo ama Karl’. Ela pode agora ser simbolizada por
‘L(k,i) N—L(i,k).

A sentenca 4 pode ser parafraseada por ‘Imre ama Karl’. Ela pode
entdo ser simbolizada por ‘L(i,k)’. Certamente, isso insulta a dife-
renca de tom entre a voz ativa e a passiva; tais nuances sdo perdidos
na LPO.

Este ultimo exemplo, porém, destaca algo importante. Suponha
que no6s adicionamos a nossa chave de simboliza¢do o seguinte:

M(x,y): y ama x

Aqui, nés usamos a mesma palavra portuguesa (‘ama’) que usamos em
nossa chave de simbolizagao para ‘L(x,y)’. No entanto, nds trocamos
a ordem dos espagos (veja de perto os pequenos subscritos!). Entao,
agora, tanto ‘M (k,i)’ quanto ‘L(i,k)’ simbolizam ‘Imre ama Karl’.
Tanto ‘M (i,k)’ quanto ‘L(k,i)’ simbolizam ‘Karl ama Imre’. Uma vez
que o amor pode ser ndo correspondido, estas sdo afirmagdes bem
diferentes.

A moral da histéria é simples. Quando estivermos lidando com-
predicados com mais de um lugar, nds precisamos prestar atencio
cuidadosamente & ordem dos lugares.

23.2 A ordem dos quantificadores

Considere a sentenga ‘todo mundo ama alguém’. Ela € potencialmente
ambigua. Ela pode significar qualquer um dos seguintes:

5. Para toda pessoa x, ha uma pessoa que x ama
6. Ha uma pessoa particular que toda pessoa ama
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A sentenca ; pode ser simbolizada por ‘Vx3y L(x,y)’, e seria verda-
deira no caso de um tridngulo amoroso. Por exepmlo, suponha que
nosso dominio de discurso esteja restrito a Imre, Juan e Karl. Suponha
também que Karl ama Imre, mas nao Juan, que Imre ama Juan, mas
nao Karl, e que Juan ama Karl, mas ndo Imre. Entao, a sentenca ; é
verdadeira.

A sentenca 6 é simbolizada por ‘yVx L(x,y)’. A sentenca 6 ndo é
verdadeira na situacao descrita acima. Novamente, supona que nosso
dominio de discurso esteja restrito a Imre, Juan e Karl. Isso requer
que todos, Juan, Imre e Karl, converjam en (pelo menos) um objeto
de amor.

O ponto do exemplo € ilustrar que a ordem dos quantificadores
importa bastante. De fato, alterar sua ordem é chamado de faldcia da
mudang¢a do quantificador. Aqui esta um exemplo, que surge de varias
formas ao longo da literatura filosofica:

Para toda pessoa ha uma verdade que ela ndo pode conhecer.
(V3)
.. Ha uma verdade que ninguém pode conhecer. (3av)

Esta forma de argumento é obviamente invalida. E tdo ruim quanto’:

Todo cao tem seu dia. (V3)
.. Ha um dia para todo cao (av)

A ordem dos quantificadores também é importante em defini¢coes
na matematica. Por exemplo, ha uma grande diferenca entre continui-
dade pontual e uniforme de fungoes:

> Uma funcdo f é pontualmente continua se
VerVy35(|x —y| <d— |f(x) —f(y)| <€)
> Uma funcao f é uniformemente continua se

VedoVaVy(lx —y| <6 = |f(x) = fF()| <€)

A moral da histéria é: tome muito cuidado com a ordem da quan-
tificacao.

1Obrigado a Rob Trueman pelo exemplo.
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23.3 Caminho de pedras para a formalizacao

Uma vez que temos a possibilidade de multiplos quantificadores e pre-
dicados com varios lugares, as representacées na LPO podem rapi-
damente comecar a ficar um pouco complicadas. Quando vocé esta
tentando simbolizar uma senten¢a complexa, n6s recomendamos o es-
tabelecimento de varios caminhos de pedra. Como de costume, esta
ideia é melhor ilustrada por exemplos. Considere esta chave de repre-
sentacao:

dominio: pessoas e cdes

D(x): x € um cao
F(x,y): x € um amigo de y
O(x,y): x € dono de y
g: Geraldo

Agora, vamos tentar simbolizar estas sentencas:

Geraldo é dono de um céo.

Alguém é dono de um cao.

Todos os amigso de Geraldo sao donos de caes.

10. Todo dono de cdo é amigo de um dono de cao.

11. Todo amigo de dono de cdo é dono do cdo de um amigo.

© o

A sentenca 7 pode ser parafraseada como ‘Ha um cdo do qual Geraldo
é dono’. Isso pode ser simbolizado por ‘Ix(D(x) A O(g,x))’.

A sentenca 8 pode ser parafraseada como ‘Ha algum y tal que
y € um dono de cao’. Lidando com parte disso, poderiamos escre-
ver ‘Jy(y € um dono de cdo)’. Agora, o fragmento que n6s deixamos
como ‘y é um dono de cido’ é bem parecido com a sentenca 7, ex-
ceto pelo fato de que ele ndo é especificamente sobre Geraldo. Entao,
podemos simbolizar a sentenga 8 por:

Jy3Ax(D(x) A O(y,x))

No6s devemos pausar para clarificar algo aqui. Ao elaborar como sim-
bolizar a ultima sentenca, nos escrevemos ‘3y(y € um dono de cao)’.
Para ser bem claro: isso ndo é uma sentenca da LPO nem do portugués:
ela usa um pouco da LPO (‘Z’, ‘y’) e um pouco do inglés (‘dono de
cao’). Isso realmente é apenas um caminho de pedra em direcao a com-

pleta simbolizacao da sentenca em inglés com uma sentenca da LPO.
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Vocé deve considera-la como algo um tanto grosseiro, como os rabis-
cos que vocé pode distraidamente desenhar na margem deste livro,
enquanto se concentra ferozmente em algum problema.

A sentenca g pode ser parafraseada como “Todo mundo ge é amigo
de Geraldo é dono de um cao’. Usando nossa tatica dos caminhos de
pedra, podemos escrever

Vx [F(x,g) — x € um dono de cio]

Agora, o fragmento que deixamos para lidar é estruturalmente como a
sentenca 7. Contudo, seria um erro se nés simplesmente escrevéssemos

Vx [F(x,g) — Jx(D(x) A O(x,x))]

porque nés teriamos aqui um conflito de varidveis. O escopo do quan-
tificador universal, ‘Vx’, é todo o condicional, entdo o ‘4’ em ‘D(x)’
deveria ser governado por ele, mas ‘D(x)’ também cai sob o escopo
do quantificador existencial ‘3x’, de maniera que ‘D(x)’ deveria ser
governado por ele. Agora a confusdo reina: sobre qual ‘x’ estamos
falando? De repente a sentenca se torna ambigua (se ela é mesmo
significativa), e l6gicos odeiam ambiguidades. A moral da histéria é
que uma Unica variavel ndo pode servir a dois quantificadores-mestres
simultaneamente.

Para continuar nossa simbolizagao, entdo, nos precisamos escolher
alguma variavel diferente para nosso quantificador existencial. O que
n6s queremos € algo como

Vx| F(x,g) = 32(D(2) A 0(x,2))]

Isso simboliza adequadamente a sentenca q.

A sentenca 10 pode ser parafraseada como ‘Para qualquer x que
¢ um dono de cdo, ha um dono de cao de quem x é amigo’. Usando
nossa tatica dos caminhos de pedra, isso se torna

Vx|x é um dono de cao — Jy(y é um dono de cdo A F(x,y))]
Completando a simbolizac¢do, n6s acabamos com
Vx|32(D(2) A O(x,2)) = Fy(32(D(2) A 0(p,2)) A F(x,))]

Note que nds usamos a mesma letra, ‘z’, tanto no antecedente quanto
no consequente do condicional, mas elas sdo governadas por dois
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quantificadores diferentes. Isso é ok: nao ha conflito aqui, porque esta
claro sob qual quantificador aquela variavel cai. Podemos representar
graficamente o escopo dos quantificadores assim:

escopo de ‘Vx’

escopo de ‘3y’

escopo do 12 ‘32’ escopo do 2textsuperscripto ‘3z’

Vx [EIZ(D(Z) AO(x,2)) = Jy( Fz(D(2) AO(,2)) /\F(x,y))]

Isso mostra que nenhuma variavel esta sendo forcada a servir a dois
mestres simultaneamente.

A sentenca 11 é a mais complicada ainda. No6s a parafraseamos
como ‘Para algum x que é amigo de um dono de cdo, x é dono de um
cao que também é possuido por um amigo de x’. Usando nossa tatica
dos caminhos de pedra, isso se torna:

Vx|x é amigo de um dono de cdo —

x é dono de um cdo que é propriedade de um amigo de x|

Desmembrando um pouco mais:

Vx [EIy(F(x,y) A y € um dono de cao) —
3y(D(y) A O(x,y) Ay é possuido por um amigo de x)]

E um pouco mais:

Vx[3y(F(x,9) ATz(D(2) A 0(y,2))) —
Fy(D(y) A O(x,9) A32(F(2,x) A O(2,9)))]

E noés terminamos!

23.4 Quantificadores suprimidos

A légica geralmente pode ajudar a esclarecer os significados de afir-
macgdes portuguesas, especialmente onde os quantificadores sao dei-
xados implicitos ou sua ordem é ambigua ou pouco clara. A cla-
reza de expressdo e pensamento proporcionada pela LPO pode te dar
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uma vantagem significativa na argumenta¢ao, como pode ser visto na
seguinte abordagem da filésofa politica britdnica Mary Astell (1666
1731) de seu contemporaneo, o te6logo William Nicholls. No Discurso
IV: O Dever das Esposas para seus Maridos, de seu The Duty of Infe-
riors towards their Superiors, in Five Practical Discourses (Londres 1701),
Nicholls argumentou que as mulheres sdo naturalmente inferiores aos
homens. No prefacio da 3* edi¢do de seu tratado, Algumas reflexoes
sobre o casamento, ocasido do caso do duque ¢ da duquesa de Mazarine; que
também ¢ considerado Astell respondeu da seguinte maneira:

"Tis true, thro’ Want of Learning, and of that Supe-
rior Genius which Men as Men lay claim to, she [Astell]
was ignorant of the Natural Inferiority of our Sex, which
our Masters lay down as a Self-Evident and Fundamental
Truth. She saw nothing in the Reason of Things, to make
this either a Principle or a Conclusion, but much to the
contrary; it being Sedition at least, if not Treason to assert
it in this Reign.

For if by the Natural Superiority of their Sex, they mean
that every Man is by Nature superior to every Woman, which
is the obvious meaning, and that which must be stuck to if
they would speak Sense, it woud be a Sin in any Woman
to have Dominion over any Man, and the greatest Queen
ought not to command but to obey her Footman, because
no Municipal Laws can supersede or change the Law of
Nature; so that if the Dominion of the Men be such, the
Saliqgue Law,® as unjust as English Men have ever thought
it, ought to take place over all the Earth, and the most
glorious Reigns in the English, Danish, Castilian, and other
Annals, were wicked Violations of the Law of Nature!

If they mean that some Men are superior to some Women
this is no great Discovery; had they turnd the Tables they
might have seen that some Women are Superior to some
Men. Or had they been pleased to remember their Oaths
of Allegiance and Supremacy, they might have known that
One Woman is superior to A/l the Men in these Nations,

2The Salique law was the common law of France which prohibited the crown be
passed on to female heirs.
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or else they have sworn to very little purpose.® And it
must not be supposd, that their Reason and Religion woud
suffer them to take Oaths, contrary to the Laws of Nature
and Reason of things.*

Podemos simbolizar as diferentes interpretacdes que Astell oferece das
afirmacoes de Nicholls de que homens siao superiores a mulheres: Ele
quis ou dizer que todo homem é superior a toda mulher, i.e.

Va(M(x) = Vy(W(y) = S(x.9)))
ou que algum homem € superior a alguma mulher,

Ix(M(x) A Ty(W (5) A S(x,9))).
O altimo €é verdadeiro, mas

By(W () A Fx(M(x) A S(3.%))).

também ¢é (alguma mulher é superior a algum homem), entdo isso
“nao seria uma grande descoberta”. De fato, uma vez que a rainha
é superior a todos os seus sujeitos, é até mesmo verdadeiro que uma
mulher é superior a todo homem. i.e.,

By (W () AVx(M(x) = S(3,%))).
Mas isso € incompativel com o “significado 6bvio” da afirmacao de
Nicholls, i.e., a primeira leitura. Entao, o que Nicholls afirma equivale
a trai¢ao contra a rainha!

Exercicios Praticos

A. Usando esta chave de simbolizacao:

dominio: todos os animais

A(x): x € um jacaré
M(x): x € um macaco
R(x): x € um réptil

3In 1706, England was ruled by Queen Anne.
4Mary Astell, Reflections upon Marriage, 1706 Preface, iii-iv, and Mary Astell,
Political Writings, ed. Patricia Springborg, Cambridge University Press, 1996, g-10.
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Z(x): x Vive no zoolégico
L(x,y): x ama y
a: Amos
b: Bouncer
¢: Cleo

simbolize cada uma das seguintes sentencas na LPO:

1. Se Cleo ama Bouncer, entdo Bouncer é um macaco.
2. Se tanto Bouncer quanto Cleo sdo jacarés, entio Amos ama am-

IR Al ol

bos.

Cleo ama um réptil.

Bouncer ama todos os macacos que vivem no zoolégico.

Todos os macacos amados por Amos os amam de volta.

Todo macaco que Cleo ama também é amado por Amos.

Ha um macaco que ama Bouncer, mas, infelizmente, Bouncer
nao retribui esse amor.

B. Usando a seguinte chave de simbolizacdo:

dominio: todos os animais
D(x): x € um cao
S(x): x gosta de filmes de samurai
L(x,y): x € maior que y

r: Rave
h: Shane
d: Daisy

simbolize as seguintes sentencas na LPO:

N o e

Rave € um cdo que gosta de filmes de samurai.

Rave, Shane e Daisy sdo caes.

Shane é maior que Rave, e Daisy é maior que Shane.

Todo cado gosta de filmes de samurai.

Apenas cdes gostam de filmes de samurai.

Ha um cao que é maiorq ue Shane.

Se ha um cdo maior que Daisy, entdo ha um cdo maior que
Shane.

Nenhum animal que gosta de filmes de samurai é maior que
Shane.

Nenhum cdo é maior que Daisy.
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10.

11.
12.
13.
14.
15.
16.

Qualquer animal que ndo gosta de filmes de samurai é maior
que Rave.

Ha um animal que esta entre Rave e Shane em tamanho.

Niao ha um cdo que esta entre Rave e Shane em tamanho.
Nenhum cao é maior que si mesmo.

Todo cao é maior que algum cao.

Ha um animal que é menor que todo cao.

Se ha um animal que é maior que qualquer cdo, entdo esse ani-
mal ndo gosta de filmes de samurai.

C. Usando a chave de simbolizacdo dada, simbolize cada sentenca do
portugués na LPO:

dominio: doces

C(x): « tem chocolate.

M(x): x tem marzipa.

S(x): x tem acucar.

T (x): Boris experimentou X

B(x,y): x € melhor que -

1. Boris nunca experimentou qualquer doce.

2. Marzipa é sempre feito com agucar.

3. Algum doce nao tem acucar.

4. O melhor doce é chocolate.

5. Nenhum doce é melhor que si mesmo.

6. Boris nunca experimentou chocolates sem actcar.

7. Boris experimentou marzipa e chocolate, mas nunca ambos jun-
tos.

8. Qualquer doce com chocolate é melhor que qualquer doce sem
chocolate.

9. Qualquer doce com chocolate e marzipa é melhor que qualquer

doce que ndo tem ambos.

D. Usando a seguinte chave de simbolizacao:

dominio: pessoas e lougas na mesa

R(x): x acabou.
T (x): x esta na mesa
F(x): « € comida.

P(x): x € uma pessoa.
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L(x,y): x gosta de e

e: Eli
f: Francesca
g: o guacamole

simbolize as seguintes sentencas do portugués na LPO:

S ®

7.
8.

9.

Toda a comida estd na mesa.

Se o guacamole ndo acabou, entdo ele estd na mesa.

Todos gostam de guacamole.

Se alguém gosta de guacamole, entdo Eli gosta de guacamole.
Francesca gosta apenas dos pratos que nao acabaram.
Francesca nao gosta de qualquer pessoa, e ninguém gosta de
Francesca.

Eli gosta de qualquer um que gosta de guacamole.

Eli gosta de qualquer um que gosta de pessoas que ele gosta.
Se ja ha alguém na mesa, entdo toda a comida deve ter acabado.

E. Usando a chave de simbolizacao:

dominio: pessoas

D(x): x danca ballet.
F(x): x € feminimo.
M(x): » € masculino.
C(x,y): x € uma crianca de 5-
S(x,9): » € irmao/irma de N
¢: Elmer
j: Jane
p: Patrick

simbolize as seguintes sentencas em LPO:

1.

Todas as criancas de Patrick dancam ballet

2. Jane é filha de Patrick.

3.

Patrick tem uma filha.

4. Jane é filha unica.

5.

Todos os filhos de Patrick dangam ballet.

6. Patrick ndo tem filhos.

7. Jane é sobrinha de Elmer.

8. Patrick é irmao de Elmer.

9. Os irmaos de Patrick nao tém criangas.
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10. Jane é uma tia.

11. Todos que dangam ballet tém um irmao que também danca bal-
let.

12. Toda mulher que dancga ballet é a crianca de alguém que danca
ballet.



CAPITULO 24

Identidade

Considere esta sentenca:
1. Pavel deve dinheiro a todos

Seja o dominio de pessoas; isso nos permitira simbolizar ‘todo mundo’
com um quantificador universal. Oferecendo a chave de simbolizac¢ao:

O(x,y): x deve dinheiro a ¥
p: Pavel

n6s podemos simbolizar a sentenca 1 como ‘Vx O(p,x)’. Mas isso tem
uma consequéncia (talvez) esquisita. Isso requer que Pavel deva di-
nheiro a todo membro do dominio (qualquer que seja o dominio). O
dominio certamente inclui Pavel. Entdo isso implica em Pavel dever
dinheiro a si mesmo.

Talvez quiséssemos dizer:

2. Pavel deve dinheiro a fodos os outros
3. Pavel deve dinheiro a todos, exceto a Pavel
4. Pavel deve dinheiro a todos, exceto a si proprio

mas nés nao sabemos como lidar com as letras em italico ainda. A
solucdo €é adicionar outro simbolo a LPO.
24.1 Adicionando identidade

O simbolo ‘=’ € um predicado de dois lugares. Uma vez ele deve ter um
significado especial, n6s o escrevemos de maneira um pouco diferente:
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nés o colocamos entre dois termos, em vez de na frente. E isso tem um
significado bastante particular. Nés sempre adotamos a seguinte chave
de simbolizacio:

X =y x € idéntico a y

Isso nao significa meramente que os objetos em questdo sao indistingui-
veis, ou que todas as mesmas coisas sao verdadeiras sobre eles. Em vez
disso, isso significa que os objetos em questdo sdo exatamente o mesmo
objeto.

Agora, suponha que queiramos simbolizar esta sentenca:

5. Pavel é Mister Checkov
Adicionemos nossa chave de simboliza¢ao:
¢: Mister Checkov

Agora, a sentenca 5 pode ser simbolizada como ‘p = ¢’. Isso significa
que ambos os nomes ‘4’ e ‘¢’ nomeiam a mesma coisa.

Agora, n6s podemos lidar com as sentencas 2—4. Todas essas sen-
tencas podem ser parafraseadas como “Todos que ndo sao Pavel sdao
credores de Pavel’. Parafraseando um pouco mais, nos temos: ‘Para
todo x, se x nao € Pavel, entdo x é credor de Pavel’. Agora que nds es-
tamos armados com nosso novo simbolo de identidade, n6s podemos
simbolizar isso como Vx(-x =p — 0(p,x))’.

Esta ultima sentenca contém a féormula ‘-x = p’. Isso pode pa-
recer um pouco estranho, porque o simbolo que vem imediatamente
depois do ‘- é uma variavel, em vez de outro predicado, mas isso nao
€ um problema. N6s estamos simplesmente negando a férmula ‘x = p’
inteira.

Além das sentencas que usam a palavra ‘outros’, ‘em vez de’ e
‘exceto’, a identidade sera util ao simbolizar algumas sentencas que
contém as palavras ‘além de’ e ‘apenas’. Considere estes exemplos:

6. Ninguém além de Pavel deve dinheiro a Hikaru.
7. Apenas Pavel deve dinheiro a Hikaru.

Deixe ‘A’ nomear Hikaru. A sentenca 6 pode ser parafraseada
como ‘Ninguém que nao é Pavel deve dinheiro a Hikaru’. Isso pode
ser simbolizado por ‘-3x(-x = p A O(x,k))’. Igualmente, a sentenca 6
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pode ser parafraseada como ‘Para todo x, se x deve dinheiro a Hikaru,
entao x é Pavel’. Ela pode ser simbolizada como ‘Vx(0(x,h) — x = p)’.

A sentenca 7 pode ser tratada similarmente, mas ha uma sutileza
aqui. As sentencgas 6 ou 7 implicam que o proprio Pavel deve dinheiro
a Hikaru?

24.2 Ha pelo menos...

No6s também podemos usar a identidade para dizer quantas coisas
existem de um tipo particular. Por exemplo, considere estas sentencas:

8. Ha pelo menos uma maca
9. Ha pelo menos duas macas
10. Ha pelo menos trés macas

Nos utilizaremos a chave de simbolizacgao:
A(x): x € uma maca

A sentenca 8 ndo requer identidade. Ela pode ser simbolizada adequa-
damente por ‘Ix A(x)’: Ha uma mac3; talvez varias, mas pelo menos
uma.

Pode ser tentador também simbolizar a sentenca g sem identidade.
Ainda, considere a sentenga ‘x3y(A(x) A A(y))’. Grosseiramente,
isso diz que ha alguma mac¢a x e alguma maca y no dominio. Ua vez
que nada as impede de serem a mesma maca, isso seria verdadeiro
mesmo se houvesse apenas uma maca. Para termos certeza de que
estamos lidando com macgas diferentes, precisamos de um predicado de
identidade. A sentenca g precisa dizer que as duas macas que existem
nao sao idénticas, entdo ela pode ser simbolizada por ‘Fx3y((4(x) A
AG)) A —x = ).

A sentenca 10 requer que falemos sobre trés macas diferentes.
Agora no6s precisamos de trés quantificadores existenciais, e precisa-
mos ter certeza de que cada um vai selecionar algo diferente:

AxFyFz[((A(x) NAD) NA(2)) A((mx =y Ay =2) Aox =2)].

Note que ndo é suficiente usar ‘~x = y A =y = 2’ para simbolizar ‘x, y
e z sdo todos diferentes’. Porque isso seria verdadeiro se x e y fossem
diferentes, mas x = z. Em geral, para dizer que xi, ..., x, sdo todos
diferentes, n6s precisamos da conjun¢do de —x; = x; para todo par
diferente i e j.
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24.3 Ha no maximo...
Agora, considere estas sentencas:

11. Ha no maximo uma macga
12. H4 no maximo duas macas

A sentenca 11 pode ser parafraseada como ‘Nao é o caso que ha no
minimo duas magas’. Isso € apenas a negacao da sentenga q:

—3xTy[(A(x) A A(p)) A —x = y]

Mas a sentenca 11 pode também ser abordada de outra maneira. Ela
significa que se vocé escolher um objeto e ele for uma maca, e entao
vocé escolhe outro objeto e ele também é uma macga, vocé deve ter
escolhido o mesmo objeto nas duas vezes. Com isso em mente, isso
pode ser simbolizado por

Va¥y[(A(x) A A(y)) = x = y]

As duas sentencas serdo logicamente equivalentes.

De maneira similar, a sentenca 12 pode ser abordada de duas ma-
neiras diferentes. Ela pode ser parafraseada como ‘Nao é o caso que
ha trés ou mais macas distintas’, entdo nés podemos oferecer:

—3xFyFz(A(x) NAP) ANA(2) A-x =y ANy =2 A —x=2)

Alternativamente, nés podemos lé-la como dizendo que se vocé esco-
lher uma maca, e uma maca, e uma maca, entdo vocé vai ter escolhido
(pelo menos) um desses objetos mais de uma vez. Entao:

VxVsz[(A(x) NA@Y)NA(z)) > (x=yVx=2z2Vy= z)]

24.4 HAa exatamente...

Agora, n6s podemos considerar enunciados precisos, como:

13. Ha exatamente uma maca.
14. Ha exatamente duas macas.
15. Ha exatamente trés macas.
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A sentenca 13 pode ser parafraseada como ‘Ha pelo menos uma maca
e ha no mdximo uma maca’. Isso é apenas a conjuncao das sentencas
8 e 11. Entao, nés podemos oferecer:

JxA(x) AVxYy[(A(x) A A(y) — x =]

Mas talvez seja mais direto parafrasear a sentenca 13 como ‘Ha uma
coisa x que é uma maca, e tudo que é uma maca é x’. Pensada dessa
maneira, nés oferecemos:

3x[A(x) AVY(AQ) — x = )]

Similarmente, a sentenca 14 pode ser parafraseada como ‘Ha pelo me-
nos duas magas, e ha no mdximo duas macas’. Entdao, nés poderiamos
oferecer

TxTy(A(x) A AQ)) A=x = 3) A
VxVsz[((A(x) NA@P) NA(z2)) > ((x=ypVx=2)Vy= z)]

De maneira mais eficiente, porém, nés podemos parafrasea-la como
‘Ha pelo menos duas macas diferentes, e toda maca é uma dessas
duas macas’. Entdo, nos oferecemos:

EIxEIy[((A(x) NA@P) AN-x=9) AVz(A(z) > (x =2V y= z)]
Finalmente, considere estas sentencas:

16. Ha exatamente duas coisas
17. Ha exatamente dois objetos

Pode ser tentador adicionar um predicado a nossa chave de simboli-
zacdo, para simbolizar o predicado portugués ¢ uma coisa’ ou
‘ € um objeto’, mas isso é desnecessario. Palavras como ‘coisa’
e ‘objeto’ ndao separam o joio do trigo: elas se aplicam trivialmente
a qualquer coisa, ou que quer dizer que elas se aplicam trivialmente
a toda coisa. Entdo, n6s podemos simbolizar as duas sentengas com
uma das seguintes opgdes:

JxIy—x =y A=TxFy3z((mx =y Ay =2) A ~x = 2)
AxTy[-x =y AVz(x =2V y=2)]
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Exercicios Praticos
A. Explique por que:

e ‘AxVy(A(y) < x = y)’ € uma boa simbolizacao de ‘ha exataente
uma maca’.

. ‘E]xE]y[—'x =yAVz(A(z) & (x=2Vy = z))]’ é uma boa simbo-
lizagdo de ‘ha exatamente duas macas’.



CAPITULO 25
Descrigoes

definidas

Considere sentengas como:

1. Nick € o traidor.
2. O traidor foi a Cambridge.
3. O traidor é o deputado

Estas sao descricoes definidas: elas sdo feitas para escolher um #nico
objeto. Elas devem ser contrastadas com as descri¢des indefinidas,
como ‘Nick é um traidor’. Elas devem igualmente ser contrastadas com
genéricos, como ‘A4 baleia é um mamifero’ (€ inaproprieado perguntar
qual baleia). A questdo que encaramos é: como n6s deveriamos lidar
com descricoes definidas na LPO?

25.1 Tratando descri¢cdes definidas como
termos

Uma opgao seria introduzir novos nomes sempre que nés nos deparar-
mos com uma descri¢do definida. Isso provavelmente nio é uma boa
ideia. N6s sabemos que o traidor—quem quer que ele seja—¢é de fato
um traidor. Nés queremos preservar esta informacao em nossa simbo-
lizagao. Uma segunda opg¢ao seria usar um novo operador de descrigao
definida, como ‘7. A ideia seria simbolizar ‘0 F’ como ‘2x F(x)’; ou
simbolizar ‘0 G’ como ‘1x G(x)’, etc. Expressdes da forma 1,9 (x),
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entdo, se comportariam como nomes. Se nos seguirmos este caminho,
entdo, ao usarmos a seguinte chave de simboliza¢ao

dominio: pessoas

T (x): x € um traidor

D(x): x € um deputado

C(x): x foi & Cambridge
n: Nick

n6s podemos simbolizar a sentenga 1 com ‘n = 1x 7'(x)’, a sentenca 2
com ‘C(1x T (x))’, e a sentenca 3 com “1x T (x) = 1x D(x)’.

Contudo, seria legal se nés nao tivéssemos que adicionar um novo
simbolo para a LPO. E, de fato, podemos ser capazes de sobreviver
sem um.

25.2 A analise de Russell

Bertrand Russell ofereceu uma analise das descricoes definidas. Muito
brevemente, ele observou que, quando nés dizemos ‘o F” em um con-
texto de uma descri¢ao definida, nosso objetivo € escolher a iénica coisa
que é F' (no contexto apropriado). Entao, Russell analisou a nogao de
descricao definida como se segue: *

O F ¢é G sse ha pelo menos um F, ¢
ha no maximo F, e
todo F é G

Note uma caracteristica muito importante dessa analise: ‘o’ ndo aparece
no lado direito da equivaléncia. Russell tem como objetivo fornecer um
entendimento das descri¢des definidas em termos que nao as pressu-
poem.

Agora, alguém poderia se preocupar com o fato de podermos dizer
‘a mesa € marrom’ sem implicar que ha apenas uma mesa no universo.
Mas isso (ainda) nao é um contraexemplo fantastico a analise de Rus-
sell. E provavel que o dominio de discurso seja restrito pelo contexto
(e.g. a objetos na minha linha de visao).

1Bertrand Russell, ‘On Denoting’, 1905, {Mind 14}, pp. 479—93; também, Russell,
Introduction to Mathematical Philosophy, 1919, London: Allen e Unwin, ch. 16.
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Se aceitarmos a analise do Russell das descri¢oes definidas, pode-
mos simbolizar sentencas da forma ‘o ' é G’ usando nossa estratégia
de quantificacdo numérica na LPO. Depois de tudo, podemos lidar
com os trés conjuntos do lado direito da analise de Russell como se
segue:

JxF(x) AVXVy((F(x) ANF(y)) = x=9) AVx(F(x) = G(x))

De fato, n6s poderiamos expressar o mesmo ponto de maneira mais
clara, ao reconhecer que os primeiros dois conjuntos equivalem a afir-
macao de que ha exatamente um F, e que o ultimo conjunto nos diz
que o objeto é F. Entdo, equivalentemente, nés poderiamos oferecer:

E]x[(F(x) AVYY(F(y) > x=9)) A G(x)]

Usando estes tipos de técnicas, nés podemos, agora, simbolizar as
sentencas 1-3 sem usar qualquer operador sofisticado e novo, como o
‘. A sentenca 1 é exatamente como os exemplos que consideramos.
Entao, nés a simbolizariamos como

x[T(x) AVY(T () > x=y) Ax=n].
A sentenca 2 também ndo apresenta problemas:

Elx[T(x) AVY(T () = x=9) A C(x)].

A sentenca 3 € um pouco mais complicada, porque ela vincula duas
descrigdes definidas. Mas, considerando a analise de Russell, ela pode
ser parafraseada por ‘ha exatamente um traidor, x, e ha exatamente
um deputado, y, e x = y’. Entao, nés podemos simboliza-la como

AxTy([T(x) AV2(T(2) = x=2)| A
[D(y) AV2(D(z) > y=2)] Ax =)

Note que nés garantimos que a formula ‘x = y’ se encontra dentro do
escopo de ambos os quantificadores!

25.3 Descri¢gdes definidas vazias

Uma das caracteristicas legais da analise de Russell é que ela nos per-
mite lidar com descri¢oes definidas vazias de maneira ordenada.
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A Franca nao tem um rei atualmente. Agora, se nés féssemos in-
troduzir um nome, ‘4’, para nomear o atual rei da Franca, entao tudo
daria errado: lembre-se de §21 que um nome deve sempre selecionar
algum objeto no dominio, e qualquer que seja o dominio que escolha-
mos, ele ndo contera qualquer atual rei da Franca.

A analise de Russell ordenadamente evita este problema. Russell
nos diz para tratar descri¢coes definidas usando predicados e quantifi-
cadores, em vez de nomes. Uma vez que predicados podem ser vazios
(ver §22), isso significa que agora nenhuma dificuldade surge quando
a descricdo definida é vazia.

De fato, a analise de Russell destaca prestativamente duas manei-
ras de incorrer em erro em uma afirmacio envolvendo uma descri¢cao
definida. Para adaptar o exemplo de Stephen Neale (1990), #, suponha
que Alex afirme:

4. Eu estou saindo com o atual rei da Franca.

Usando a seguinte chave de simbolizacao:

a: Alex
K(x): x € um atual rei da Franca
D(x,y): « estd saindo com y

A sentenca 4 seria simbolizada por ‘Ix(Vy(K(y) < x =y) A D(a,x))’.
Agora, isso pode ser falso de (pelo menos) duas maneiras, correspon-
dendo a estes dois cenarios diferentes:

5. Nao ha qualquer um que seja o atual rei da Franca e tal que Alex
esteja saindo com ele.
6. H4 um unico rei da Franca, mas Alex ndo esta saindo com ele.

A sentenca 5 poderia ser parafraseada como ‘Ndo é o caso que: o
atual rei da Franca e Alex estdo saindo’. Ela seria, entdo, simbolizada
por ‘—Ex[(K(x) AVy(K(y) = x=y)) A D(a,x)]’. Poderiamos chamar
isso de negacdo externa, uma vez que a negacao governa a sentenca
completa. Note que isso sera verdadeiro se nao houver qualquer atual
rei da Francga.

A sentenca 6 pode ser simbolizada por ‘Ix((K (x) AVy(K(y) — x =
9)) A—=D(a,x))’. Nos poderiamos chamar isso de negacao interna, uma

*Neale, Descriptions, 1990, Cambridge: MIT Press.
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vez que a negacdo ocorre dentro do escopo da desceri¢do definida.
Note que sua verdade requer que haja um atual rei da Franca, embora
um que nao esteja saindo com Alex.

25.4 A adequacdo da anilise de Russell

O quao boa é a analise de Russell das descri¢des definidas? Esta per-
gunta gerou uma literatura filosé6fica substancial, mas nés nos restrin-
giremos a duas observacdes.

Uma preocupacio se foca no tratamento de Russell de descri¢oes
definidas vazias. Se niao ha F's, entdo, na analise de Russell, tanto
‘o F é G’ quanto ‘o F é nao-G’ sao falsas. P.F. Strawson sugeriu que
tais sentencas nao devem ser consideradas exatamente como falsas.3
Em vez disso, elas envolvem falha de pressuposicdo, e deve ser tratada
como ndo sendo nem verdadeira nem falsa.

Se concordarmos com Strawson aqui, precisaremos revisar nossa
logica. Pois, em nossa légica, ha apenas dois valores verdade (o Verda-
deiro e o Falso), e a toda sentenca € atribuido exatamente um desses
valores verdade.

Mas ha espago para discordar de Strawson. Strawson esta ape-
lando para algumas intui¢des linguisticas, mas nao é claro que elas
sdo muito robustas. Por exemplo: ndo é apenas falso, e nao ‘vacuoso’,
que Tim esta saindo com o atual rei da Franca?

Keith Donnellan levantou um segundo tipo de preocupacao, que
(de maneira bem grosseira) pode ser trazido a tona ao se pensar no
caso de uma identidade equivocada.* Dois homens estio no canto:
um homem muito alto bebendo o que parece ser um gin martini; e um
homem bem pequeno bebendo o que parece ser uma caneca de agua.
Vendo-os, Malika diz:

7. O homem que bebe gin é muito alto!
A analise de Russell nos fara interpretar a sentenca de Malika como:

7’. Ha exatamente um bebedor de gin [no canto], e quem quer que
seja um bebedor de gin [no canto] é muito alto.

3P.F. Strawson, ‘On Referring’, 1950, Mind 59, pp. 320-34.
4Keith Donnellan, ‘Reference and Definite Descriptions’, 1966, Philosophical Re-
view 77, pp. 281-304.
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Agora suponha que o homem muito alto estd na verdade bebendo
dgua em uma garrafa de martini enquanto o homem muito baixo esta
bebendo uma caneca de puro gin. Pela andlise de Russell, Malika
disse algo falso, mas n6s nao queremos dizer que Malika disse algo
verdadeiro?

Novamente, alguém poderia perguntar o quao claro nossas intui-
coes sdao neste caso. Podemos todos concordar que Malika pretendia
escolher um homem particular, e dizer algo verdadeiro sobre ele (que
ele era alto). Na anéilise de Russell, ela na verdade escolheu um ho-
mem diferente (o baixo), e consequentemente disse algo falso sobre
ele. Mas, talvez os advogados da analise de Russell apenas precisam
explicar por que as inten¢des de Malika foram frustradas, e entdo por
que ela disse algo falso. Isso é facil o suficiente para se fazer: Ma-
lika disse algo facil porque ela teve falsas crencas sobre a bebida do
homem; se as crencas de Malika sobre as bebidas tivessem sido verda-
deiras, entdo ela teria dito algo verdadeiro.>

Dizer muito mais aqui nos levaria a profundas aguas filoséficas.
Isso ndo seria uma coisa ruim, mas por agora isso nos distraria do
nosso propésito imediato de aprender logica formal. Entao, por agora,
vamos ficar com a analise de Russell das descri¢des definidas, quando
se tratar de lidar com as coisas em LPO. Isso é certamente o melhor
que podemos oferecer, sem revisar nossa logica significantemente, e é
bastante defensavel como uma analise.

Exercicios Praticos
A. Usando a seguinte chave de simbolizac¢ao:

dominio: pessoa

K(x): x sabe a senha do cofre.
S(x): x € um espiao.
V(x): x € um vegetariano.
T (x,9): « acredita em 'y
h: Hofthor
i: Ingmar

5As partes interessadas deveriam ler Saul Kripke, ‘Speaker Reference and Seman-
tic Reference’, 1977, in French et al (eds.), Contemporary Perspectives in the Philosophy of
Language, Minneapolis: University of Minnesota Press, pp. 6-27.
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Simbolize as seguintes sentencas em LPO:

1.
2.

3.

S

7.

Hofthor acredita em um vegetariano.

Todos que acreditam em Ingmar acreditam em um vegetariano.
Todos que acreditam em Ingmar acreditam em alguém que acre-
dita em um vegetariano.

Apenas Ingmar sabe a senha do cofre.

Ingmar acredita em Hofthor, e em ninguém mais.

A pessoa que sabe a combinacdo do cofre é vegetariana.

A pessoa que sabe a combinacao do cofre nao é um espiao.

B. Usando a seguinte chave de simbolizagao:

dominio: cartas em um baralho padrao

B(x): x € preto.

C(x): x € de paus.

D(x): « is um dois.

J(x): x is um valete.

M(x): x € um homem com um machado.
O(x): x tem um olho.

W(x): x € selvagem.

Simbolize cada sentenca em LPO:

-
e

11.
12.

© PN

Todas as cartas de paus sdo pretas.

Nao ha cartas selvagens.

Ha pelo menos duas cartas de paus.

Ha mais de um valete com um olho.

Ha no maximo dois valetes com um olho.

Nao ha valetes pretos.

Ha quatro cartas dois.

O dois de paus é uma carta preta.

Os valetes com um olho e o homem com o machado sdo selva-
gens.

Se o dois de paus é selvagem, entdo ha exatamente uma carta
selvagem.

O homem com o machado nao é um valete.

O dois de paus nao é o homem com o machado.

C. Usando a seguinte chave de simbolizacao:
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dominio: animais no mundo

B(x): x estd no campo do fazendeiro Brown.
H(x): x € um cavalo.

P(x): x € um Pégaso.

W (x): » tem asas.

simbolize as seguintes sentencas em LPO:

ALl S

6.

7.
8.

Ha pelo menos trés cavalos no mundo.

Ha no minimo trés animais no mundo.

Ha mais que um cavalo no campo do fazendeiro Brown.

Ha trés cavalos no campo do fazendeiro Brown.

Ha uma tnica criatura alada no campo do fazendeiro Brown
quaisquer outras criaturas no campo devem ser sem asas.
Pégaso é um cavalo alado.

O animal no campo do fazendeiro Brown nao é um cavalo.

O cavalo no campo do fazendeiro Brown nao tem asas.

D. Neste capitulo, nés simbolizamos ‘Nick é o traidor’ com ‘Ix(7"(x) A
Vy(T'(y) — x = y) Ax = n)’. Duas simboliza¢es igualmente boas
seriam:

s T(n) AVY(T(y) > n=y)
s Vy(T(y) & y=n)

Explique por que estas seriam simbolizag¢des igualmente boas.



Sentencas da
LP

No6s sabemos como representar sentencas em portgués na LPO. Final-
mente chegou o tempo de definir a no¢do de uma senten¢a na LPO.

26.1 Expressoes
Ha seis tipos de simbolos na LPO:

Predicados A4,B,C,...,Z, ou com subscritos, conforme necessario:
A1, By, 271,49, Ays, J375,. . .

Nomes a,b,¢,...,r, ou com subscritos, conforme necessario
a1, bogs, by, m3, . ..

Variaveis s,t,u,v,w,x,y,z, ou com subscritos, conforme necessario
X1,)15%1,X2,. . .

Conectivos —,A,V,—, <>
Parénteses (,)

Quantificadores V,3

N6s definimos uma EXPRESSAO DA LPO como sendo uma cadeia de sim-
bolos da LPO. Tome qualquer um dos simbolos da LPO e os escreva,
em qualquer ordem, e vocé terd uma expressao.
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260.2 Termos e formulas

Em §6, fomos direto do enunciado do vocabulario da LVF para a de-
finicdo de uma sentenca da LVF. Na LPO, precisaremos ir via um
estagio intermediario: via a no¢do de uma FORMULA. A ideia intuitiva
é que uma férmula é qualquer sentenca, ou qualquer coisa que possa
ser transformado em uma sentenca pela adicdo de quantificadores na
frente. Mas isso levara alguma descompactagao.

No6s comegamos definindo a no¢ao de termo.

Um TERMO é qualquer nome ou qualquer variavel.

Entdo, aqui estdo alguns termos:

a,b,x,x1x2,9,9254, %

Depois, precisamos definir férmulas atémicas.

1. Qualquer letra sentencial é uma férmula atémica.

2. Se R é um predicado n-ario and %1,%9,...,1, sdo termos,
entio R (41,%9,...,1,) é uma férmula atdémica.

3. Se 11 e 19 sdo termos, entdo {1 = {9 é uma formula ato-
mica.

4. Nada mais é uma féormula atémica.

Note que nés consideramos letras sentenciais também como for-
mulas da LPO, entdo toda sentenca da LVF é também uma férmula
da LPO.

O uso de letras script aqui segue as convencdes estabelecidas em
§7. Entdo, ‘R’ nao € ele préprio um predicado da LPO. Em vez disso,
ele é um simbolo da nossa metalinguagem (portugués aumentado) que
usaremos para falar sobre qualque predicado da LPO. Similarmente,
‘41’ ndo é um termo da LPO, mas um simbolo da metalinguagem que
podemos usar para falar sobre qualquer termo da LPO. Entao, onde
‘F’ é um predicado de um lugar, ‘G’ é um predicado de trés lugares
e ‘S’ é um predicado de seis lugares, aqui estdo algumas férmulas
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atomicas:

D F(a)

xX=a G(x,a.y)

a=2b G(a,a,a)

F(x) S (x1,%9,a,b,9,x1)

Uma vez que sabemos o que sdo as formulas atomicas, podemos ofe-
recer clausulas de recursdo para definir férmulas arbitrarias. As pri-
meiras clausulas s3o exatamente as mesmas da LVF.

. Toda formula atomica é uma formula.

9.

Se o é uma férmula, entdo —gf é uma férmula.

Se o e % sdao formulas, entdo (o A B) é uma férmula.
Se A e 9B sao férmulas, entao (A V %B) é uma férmula.
Se A e 9B sao formulas, entao (4 — 9B) é uma férmula.
Se A A sao férmulas, entdo (f < %B) é uma férmula.

Se o é uma féormula e & é uma variavel,entao Ya o é uma
férmula.

Se o € uma férmula e « é uma variavel,entao Jx of € uma
férmula.

Nada mais é uma formula.

Entdo, assumindo novamente que ‘/’ é um predicado de um lugar,
‘G’ € um predicado de trés lugares e ‘S’ é um predicado de seis lugares,
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aqui estdo algumas férmulas que vocé pode construir assim:
F(x)
G(a.y,2)
$(.2.9,4.9,%)
(G(a,y,2) = S(9,2.y,a,y,%))
Vz(G(a,p,z) = S(,2,9,a,y,x))
F(x) AVz2(G(a,p,z) = S(,2,9,a,9,%))
y(F(x) AVz(G(a,y,2) = S(9,2,9,a,9,%)))
Vx3dy(F(x) AVz(G(a,y,z) = S(y,2,9,a,9,%)))
Podemos agora dar uma defini¢ao formal de escopo, que incorpora
a definicao de escopo de um quantificador. Aqui, nés seguimos o

caso da LVF, apesar de notarmos que o operador l6gico pode ser um
conectivo ou um quantificador:

O OPERADOR LOGICO PRINCIPAL em uma férmula é o operador
que foi introduzido por ultimo, quando a férmula é construida
usando as regras de recursao.

O EscorO de um operador 16gico em uma férmula é a subfor-
mula para a qual aquele operador é o operador légico principal.

Entdo, n6s podemos ilustrar graficamente o escopo dos quantifica-
dores no exemplo anterior assim:

escopo de ‘Vx’

escopo de ‘3y’

escopo de ‘Vz’

Vx3Jy(F(x) o V2(G(a,p,2) = S(9,2,9,a,9,%x)))

26.3 Sentencas

Lembre-se de que, em légica, estamos bastante preocupados com sen-
tencas assertéricas: sentencas que podem ser verdadeiras ou falsas.
Muitas féormulas ndo sdo sentencas. Considere a seguinte chave de
simbolizagao:
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dominio: pessoas
L(x,y): x ama y
b: Boris

Considere a férmula atomica ‘L(z,z)’. Todas as formulas atomicas sdo
formulas, entdo ‘L(z,z)’ é uma férmula, mas ela pode ser verdadeira
ou falsa? Vocé pode pensar que ela sera verdadeira apenas no caso de
a pessoa nomeada por ‘2’ amar a si mesma, da mesma maneira que
‘L(b,b)’ é verdadeira apenas se Boris (a pessoa nomeada por ‘4’) amar
a si mesmo. Contudo, %2’ ¢ uma varidvel, e ndo nomeia alguém ou alguma
coisa.

E claro, se colocarmos um quantificador existencial na frente, ob-
tendo ‘JzL(z,z)’, entdo isso seria verdadeiro sse alguém ama a si pro-
prio. Da mesma maneira, se escrevermos ‘VzL(z,z)’, isso sera verda-
deiro sse todo mundo ama a si proprio. O ponto é que precisamos de
um quantificador para nos dizer como lidar com a variavel.

Vamos fazer esta ideia precisa.

Uma VARIAVEL LIGADA € uma ocorréncia de uma variavel « que
esta dentro do escopo de Vo ou .

Uma VARIAVEL LIVRE é qualquer ocorréncia de uma variavel que
nao seja ligada.

Por exemplo, considere a férmula
Vx(E(x) V D(y)) — Jz(E(x) — L(z,x))

O escopo do quantificador universal ‘Vx’ é ‘Vx(E(x) V D(y))’, entdo
o primeiro ‘x’ esta ligado pelo quantificador. Contudo, a segunda e
terceira ocorréncias de ‘x’ sao livres. Da mesma maneira, o ‘y’ € livre.
O escopo do quantificador existencial ‘32’ € ‘(E(x) — L(z,x))’, entdo,
‘2’ é ligado.

Finalmente podemos dizer o seguinte.

Uma SENTENCA da LPO é qualquer férmula da LPO que nao
tem variaveis livres.
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26.4 Convengdes de parénteses

Adotaremos as mesmas conveng¢des notacionais que governam parén-
teses que usamos na LVF (ver §6) e §10.3.)

Primeiro, poderemos omitir os parénteses mais externos de uma
féormula.

Segundo, poderemos usar colchetes, ‘" e ‘|, no lugar de parénteses
para aumentar a legibilidade das férmulas.

Exercicios Praticos

A. Identifique quais variavels estdo ligadas e quais estdo livres.

Jx L(x,y) AVy L(y,x)

Vx A(x) A B(x)

Vx(A(x) A B(x)) AVy(C(x) A D(p))
Vxdy[R(x,y) — (J(2) A K(x))] V R(y,x)
Yy (M (x9) & L(x2,x1)) A Ixg L(x3,%2)

ANl ol L



PARTE Vi

Interpretacoes



CAPITULO 27
Extensionalida-

de

Lembre-se que a LVF é uma linguagem verofuncional. Seus conecti-
vos sdo todos verofuncionais, e tudo o que podemos fazer com a LVF
sao sentencas chave para valores verdade particulares. Podemos fazer
isso diretamente. Por exemplo, podemos estipular que a sentenca da
LVF ‘P’ deve ser verdadeira. Alternativamente, podemos fazer isso
indiretamente, oferecendo uma chave de simbolizagao, e.g.:

P: O Big Ben fica em Londres
Agora lembre-se de §9 que isso deve ser tomado como significando:

» A sentenca da LVFF ‘P’ deve ter o mesmo valor verdade que a
sentenca portuguesa ‘O Big Ben fica em Londres’ (qualquer que
seja o valor verdade).

O ponto que enfatizamos é que a LVF nao pode lidar com diferencas
no significado que vao além de meras diferencas no valor verdade.

27.1 Simboliza¢ao versus tradugao

A LPO tem algumas limita¢des similares, mas ela vai além de meros
valores de verdade, uma vez que ela nos permite separar sentencas
em termos, predicados e expressdes quantificadas. Isso nos permite
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considerar o que é verdadeiro sobre algum objeto particular, ou sobre
todos os objetos. Mas n6s nao podemos fazer mais que isso.

Quando nés fornecemos uma chave de simboliza¢do para alguns
predicados da LPO, como:

C(x): x ensina légica III em Calgary

Nos nao carregamos o significado do predicado portugués em nosso
predicado da LPO. Nés simplesmente estipulamos algo como o se-
guinte:

e ‘C(x)ef x ensina logica III em Calgary’ devem ser verda-
deiros exatamente sobre as mesmas coisas.

Entao, em particular:

* ‘C(x)’ deve ser verdadeira de todas e apenas aquelas coisas que
ensinam légica III em Calgary (o que quer que essas coisas se-
jam).

Esta é uma estipulacao indireta. Alternativamente, n6s podemos esti-
pular diretamente sobre quais objetos um predicado sera verdadeiro.
Por exemplo, podemos estipular que ‘C(x)’ deve ser verdadeiro sobre
Richard Zach, e apenas Richard Zach. Por acaso, esta estipulacao di-
reta teria o mesmo efeito que a estipulacdo indireta. Note, porém, que
os predicados portugueses ¢ é Richard Zach’ and * ensina
Logic III em Calgary’ tem significados bem diferentes!

O ponto é que a LPO nao nos da qualquer recurso para lidar com
os nuances do significado. Quando nés interpretamos a LPO, tudo o
que estamos considerando é o que sobre o que os predicados sao ver-
dadeiros, independentemente de se especificamos estas coisas direta
ou indiretamente. As coisas sobre as quais um predicado é verdadeiro
sdo conhecidas como a EXTENSAO desse predicado. Dizemos que a
LPO é uma LINGUAGEM EXTENSIONAL porque ela nao representa dife-
rencas de significado de predicados que tém a mesma extensao.

Por este motivo, dizemos apenas que as sentencas da LPO simbo-
lizam sentengas portuguesas. E duvidoso que estamos traduzindo por-
tugués em LPO, ja que tradugdes devem preservar significados, e nao
apenas extensoes.
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27.2 Uma palavra sobre extensées

Podemos estipular diretamente sobre o que predicados devem ser ver-
dadeiros, entdo vale a pena notar que nossas estipulagdes podem ser
tao arbitrarias quanto quisermos. Por exemplo, podemos estipular que
‘H (x)’ deve ser verdadeiro sobre, e apenas sobre, os seguintes objetos:

Justin Trudeau
0 numero 7
toda tecla I no topo de todo piano ja feito

Agora, os objetos que listamos nao tem particularmente nada em co-
mum. Mas isso ndo importa. Alégica ndo se importa com o que parece
a nos, meros humanos, como ‘natural’ ou ‘similar’. Armado com esta
interpretacao de ‘H(x)’, suponha que nds agora adicionamos a nossa
chave de simbolizacio:

j: Justin Trudeau
a: Angela Merkel
p: o ntimero 7

Entao, ‘H(j) e ‘H(p)’ serao ambas verdadeiras, nesta interpretacgao,
mas ‘H(a)’ sera falso, uma vez que Angela Merkel nao estava dentre
os objetos estipulados.

27.3 Predicados enearios

Tudo isso é bem facil de se entender quando se trata de predicados
unarios, mas fica mais confuso quando consideramos predicados bi-
narios. Considere uma chave de simbolizacdo como:

L(x,y): _____yama____,

Dado o que dissemos acima, esta chave de simboliza¢ao deve ser lida
como dizendo:

e ‘L(x,y) and ‘ x ama ,” deve ser verdadeiro sobre exa-
tamente as mesmas coisas

Entao, em particular:

e ‘L(x,y)” deve ser verdadeiro de x e y (nesta ordem) sse x ama y.
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E importante que nés insistamos sobre a ordem aqui, uma vez que o
amor —conhecidamente— nem sempre é reciproco. (Note que ‘x’ e
‘p’ a direita aqui sdo simbolos do portugués aumentado, e eles estdao
sendo usados. Por outro lado, ‘x’ e ‘9’ em ‘L(x,y)’ sdo simbolos da
LPO, e estdo sendo mencionados).

Esta € uma estipulagao indireta. E quanto a uma estipulacao direta.
Isso é ligeiramente mais dificil. Se nés simplesmente listarmos os objetos
que caem sob ‘L(x,y)’, ndo saberemos se eles sdo os amadores ou os
amados (ou ambos). Precisamos encontrar uma forma de incluir a
ordem em nossa estipulacdo explicita.

Para fazer isso, podemos especificar que predicados binarios sao
verdadeiros sobre pares de objetos, onde a ordem do par é importante.
Entao, podemos estipular que ‘B(x,y)’ deve ser verdadeiro sobre, e
apenas sobre, os seguintes pares de objetos:

(Lenin, Marx)
(de Beauvoir, Sartre)
(Sartre, de Beauvoir)

Aqui, os parénteses angulares nos mantém informados em relagao a
ordem. Suponha que agora n6s adicionamos as seguintes estipulac¢des:

[: Lenin
m: Marx
b: de Beauvoir
r: Sartre

Entao, ‘B(l,m)’ sera verdadeiro, uma vez que (Lenin, Marx) estava
em nossa lista explicita, mas ‘B(m,[)’ sera falso, uma vez que (Marx,
Lenin) ndo estavam em nossa lista. Contudo, tanto ‘B(b,r)’ quanto
‘B(r,b)’ serao verdadeiros, uma vez que tanto (de Beauvoir, Sartre)
quanto (Sartre, de Beauvoir) estdao em nossa lista explicita.

Para fazer estas ideias mais precisas, precisariamos desenvolver al-
guma teoria dos conjuntos. Isso nos daria algumas ferramentas precisas
para lidar com extensdes e com pares ordenados (e triplas ordenadas,
etc.). No entanto, teoria dos conjuntos nao é abordada neste livro,
entdo deixaremos estas ideias em um nivel impreciso. De qualquer
maneira, a ideia geral deve estar clara.
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27.4 Semantica para identidade

A identidade é um predicado especial da LPO. N6s a escrevemos de
maneira um pouco diferente dos outros predicados binarios: ‘x = y’,
em vez de ‘7(x,y)’ (por exemplo). Mais importante, porém, sua inter-
pretacdo é fixa, de uma vez por todas.

Se dois nomes referem ao mesmo objeto, entdo trocar um nome
por outro ndo mudara o valor verdade de qualquer sentenca. Entao,
em particular, se ‘e’ e ‘0’ nomeiam o mesmo objeto, entdo todas as
seguintes sentencas serdo verdadeiras:

A(a) < A(b)
B(a) < B(b)
R(a,a) & R(b,b)
R(a,a) & R(a,b)
R(c,a) & R(c,b)
VxR(x,a) & Vx R(x,b)

Alguns filésofos acreditavam no inverso desta afirmacao. Ou seja,
eles acreditavam que quando exatamente as mesmas diferencas (ndo
contendo ‘=’) sdo verdadeiras sobre dois objetos, entao eles sao real-
mente o mesmo objeto. Isso é uma afirmacao filoséfica bastante contro-
versa (as vezes chamada de identidade dos indiscerniveis) e nossa logica
nao aderir a ela; nés permitimos que exatamente as mesmas coisas
devam ser verdadeiras sobre dois objetos distintos.

Para trazer isso a tona, considere a seguinte interpretacio:

dominio: P.D. Magnus, Tim Button
a: P.D. Magnus
b: Tim Button
* Para todo predicado primitivo que consideremos, este predicado
nao é verdadeiro sobre gualquer coisa.

Suponha que ‘4’ é um predicado unario; entao ‘A(a)’ e ‘A(b)’ sao
falsos, entao ‘A(a) < A(b)’ é verdadeiro. Similarmente, se ‘R’ é um
predicado binario, entdao ‘R(a,a)’ e ‘R(a,b)’ sao falsos, de maneira que
‘R(a,a) < R(a,b)’ é verdadeiro. E por ai vai: toda sentenca atdmica
nao envolvendo ‘=’ é falsa, entdo todo bicondicoinal vinculando tais
sentencas é verdadeiro. Apesar disso tudo, Tim Button e P.D. Magnus
sdo duas pessoas distintas, ndo as mesmas!



CAPITULO 27. EXTENSIONALIDA-DE 232

27.5 Interpretagoes

N6s definimos uma VALORACAO em LVF como sendo qualquer atribui-
cdo de verdade e falsidade a letras sentenciais. Em LPO, definiremos
uma INTERPRETACAO como consistindo em quatro coisas:

¢ a especificacdo de um dominio

* para toda letra sentencial que considerarmos, um valor verdade

¢ para todo nome que considerarmos, uma atribuicdo de exata-
mente um objeto dentro do dominio

* para todo predicado que considerarmos—diferente de ‘="—uma
especificacdo de sobre quais coisas (em qual ordem) o predicado
é verdadeiro

Consequentemente, as chaves de simbolizacdo que consideramos
na Parte V nos ddo uma maneira bem conveniente de apresentar uma
interpretacdo. Continuaremos a usa-las ao longo deste capitulo. Con-
tudo, € as vezes conveniente apresentar uma interpretacao esquemati-
camente.

Suponha que queiramos considerar apenas um unico predicado
binario, ‘R(x,y)’, e estipular que ‘R(x,y)’ deve valer para x e y apenas
no caso em que ha uma seta saindo de x para y em nosso diagrama.
Como um exemplo, podemos oferecer:

2
3

1
4
Isso seria adequado para caracterizar uma interpretacio cujo diminio

é o dos primeiros quatro nimeros inteiros positivos, e que interpreta
‘R(x,y)’ como sendo verdadeiro de, e apenas de:

|

|

(1,2),(2,3), (3, 4), (4, 1), (1, 3)

Da mesma maneira, poderiamos oferecer:
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C .

4——37)

para uma interpreta¢ao com o mesmo dominio, que interpreta ‘R(x,y)’
como sendo verdadeiro de, e apenas de:

(1, 3), (3, 1), (3, 4), (1, 1), (3, 3)

Se quiséssemos, poderiamos fazer nossos diagramas mais comple-
xos. Por exemplo, poderiamos adicionar nomes como rétulos para
objetos particulares. Da mesma maneira, para simbolizar a extensao
de um predicado unario, poderiamos simplesmente desenhar um anel
em volta de alguns objetos particulares e estipular, digamos, que os
entdo circulados objetos (e apenas eles) caem todo sob o predicado
‘H(x)’.
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Verdade na
LP

Sabemos o que as interpretacdes sdo. Uma vez que, entre outras coisas,
elas nos dizem quais predcados sdo verdadeiros sobre quais objetos,
elas nos fornecerao uma descri¢do da verdade de formulas atomicas.
Contudo, devemos também apresentar uma descricdo detalhada do
que significa uma sentenca arbitraria da LPO ser verdadeira ou falsa
em uma interpretacao.

Sabemos de §26 que ha trés tipo de senten¢a na LPO:

* sentencas atOmicas
* sentencas cujo operador principal € um conectivo sentencial
* sentencas cujo operador principal é um quantificador

Precisamos explicar a verdade para todos os trés tipos de sentenca.

Forneceremos uma explicacdo completamente geral nesta secdo.
Contudo, para tentar manter a compreensao compreensivel, nos ire-
mos, em varios pontos, usar a seguinte interpretagao:

dominio: todas as pessoas nascidas antes de 2000CE
a: Aristoteles

b: Beyoncé
P(x): x € um fil6sofo
R(x,y): » Nasceu antes de y

Esse sera o nosso exemplo a seguir.
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28.1 Sentencas atomicas

A verdade de sentencas atomicas deve ser bem direta. Para letras
sentenciais, a interpretacao especifica se ela é verdadeira ou falsa. A
sentenca ‘P(a)’ deve ser verdadeira apenas no caso de ‘P(x)’ ser ver-
dadeira sobre ‘a’. Dada nossa interpretacdo, isso é verdadeiro sse
Aristételes é um fil6sofo. Aristoteles é um filésofo. Entao a sentenca é
verdadeira. Da mesma forma, ‘P ()’ é falsa em nossa interpretagao.

Da mesma maneira, nesta interpretacao, ‘R(a,b)’ é verdadeiro sse
o objeto nomeado por ‘@’ nasceu antes do objeto nomeado por ‘4’.
Bem, Aristoteles nasceu antes da Beyoncé. Entdo, ‘R(a,b)’ é verda-
deiro. Igualmente, ‘R(a,a)’ é falso: Aristoteles ndo nasceu antes de
Aristoteles.

Lidando com sentengas atémicas, entdo, é bem intuitivo. Quando
R for um predicado #n-ario e @1, @y, ..., @, forem nomes,

R(a1,09,...,0,) € verdadeiro em uma interpretacao iff
% é verdadeiro sobre os objetos nomeados por @1, @, ..., Gy
nessa interpretacao (considerada nessa ordem)

Lembre-se, porém, que ha um tipo especial de sentenga atdomica:
dois nomes conectados por um sinal de identidade constituem uma
sentenca atomica. Com este tipo de sentenca atémica também ¢é facil
de lidar. Onde « e ¢ sdo quaisquer nomes,

« =t é verdadeiro em uma interpretacao iff
« e 6 nomeiam o mesmo objeto nessa interpretacao

Entdo, em nossa interpretacao, ‘a = @’ é falso, uma vez que Aris-
toteles é distinto de Beyoncé.

28.2 Conectivos sentenciais

Nos vimos em §26 que sentencas da LPO podem ser construidas a
partir de sentencas mais simples através dos conectivos verofuncionais
que ja sao conhecidos da LVF. Aqui eles estao:
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d A B é verdadeiro em uma interpretacgao iff
tanto o quanto % sao verdadeiros nessa interpretacao

v R é verdadeiro em uma interpretacgao iff
se 9 ou B sao verdadeiros nessa interpretacao

-9 é verdadeiro em uma interpretacao iff
o é falso nessa interpretagao

d — R é verdade em uma interpretacao iff
ol é falso ou B € verdadeiro nessa interpretagao

d < R é verdadeiro em uma interpretacao iff
o tem o mesmo valor verdade que 9 nessa interpretacao

Isso apresenta as mesmas informacgdes que as caracteristicas ta-
belas verdade para os conectivos; s6 é apresentado de uma maneira
levemente diferente. Alguns exemplos provavelmente ajudarao a ilus-
trar a ideia. Em nossa interpretacao:

e ‘a=a A P(a) éverdadeiro

* ‘R(a,b)AP(b) éfalso, porque, apesar de ‘R(a,b)’ ser verdadeiro,
‘P(b) é falso

e ‘a=bV P(a)’ é verdadeiro

e ‘ag = b’ é verdadeiro

e ‘P(a) AN—(a=bAR(a,b)) éverdadeiro, porque ‘P(a)’ é verda-
deiro e ‘a = b’ é falso

Tenha certeza de que vocé entendeu estes exemplos.

28.3 Quando o operador légico principal é um
quantificador

No entanto, a inova¢do emocionante na LPO € o uso de quantificadores,
mas expressar as condicoes de verdade para sentencas quantificadas é
um pouco mais complicado do que se poderia esperar a principio.

Aqui estd um primeiro pensamento ingénuo. N6s queremos dizer
que ‘Vx F(x)’ é verdadeiro sse ‘F(x)’ é verdadeiro sobre tudo no domi-
nio. Isso ndo deve ser problematico: nossa interpretacao especificara
diretamente sobre o que ‘F(x)’ é verdadeiro.
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Infelizmente, este pensamento ingénuo ndo é geral o suficiente.
Por exemplo, nés queremos ser capazes de dizer que ‘Vx3y L(x,y) é
verdadeiro apenas no caso de ‘y L(x,y)’ ser verdadeiro sobre tudo no
dominio. Isso é problematico, uma vez que nossa interpretacao nao
especifica diretamente sobre o que ‘3y L(x,y)’ deve ser verdadeiro. Em
vez disso, o fato de isso ser verdadeiro sobre algo ou nao deve se seguir
apenas da interpretacao de ‘L(x,y)’, do dominio e dos significados dos
quantificadores.

Entao, aqui estd um segundo pensamento ingénuo. Nés poderia-
mos tentar dizer que ‘Vx3y L(x,y)’ deve ser verdadeiro em uma inter-
pretacao sse ‘dy L(«w,y)’ for verdadeiro de fodo nome « que tivermos
incluido em nossa interpretacdo. Similarmente, poderiamos tentar di-
zer que Jdy L(w,y) € verdadeiro apenas no caso de L(«w,6) ser verda-
deiro para alguns nomes ¢ que nés incluimos em nossa interpretagao.

Infelizmente, isso também nao esti certo. Para ver isso, observe
que em nossa interpretacdo, nos apenas demos interpretacdes para
dois nomes, ‘a’ e ‘b’, mas o dominio—todas as pessoas nascidas antes
do ano 2000CE—contém muito mais que duas pessoas. N6s ndo temos
a intencao de tentar nomear fodos eles!

Entao, aqui esta um terceiro pensamento. (E este pensamento nao
é ingénuo, mas correto). Apesar de nao ser o caso que nds nomeamos
todo mundo, a cada pessoa poderia ser dado um nome. Entao nos de-
veriamos focar nesta possibilidade de estender uma interpretacdo ao
adicionar um nome. N6s ofereceremos alguns exemplos de como isso
poderia funcionar, focando em nossa interpretacdo, e entdo apresen-
taremos a definicdao formal.

Em nossa interpreta¢ao, ‘Ix R(b,x)’ deve ser verdadeiro. Afinal,
no dominio, ha certamente alguém que nasceu depois de Beyoncé.
Lady Gaga € uma dessas pessoas. De fato, se f6ssemos estender nossa
interpretacdo—temporariamente—ao adicionar o nome ‘¢’ para se re-
ferir a Lady Gaga, entao ‘R(b,¢)’ seria verdadeiro nessa interpretacao
estendida. Isso, certamente, deve ser suficiente para tornar ‘Ix R(b,x)’
verdadeiro na nossa interpretacao original.

Em nossa interpretacao, ‘Ix(P(x) AR(x,a))’ também deve ser ver-
dadeiro. Afinal, no dominio, certametne ha alguém que foi um fil6sofo
e que nasceu antes de Aristoteles. Socrates é uma dessas pessoas. De
fato, se fo6ssemos estender nossa interpretaciao ao deixarmos um novo
nome, ‘¢c’, denotar Socrates, entio ‘W (c¢) A R(c,a)’ seria verdadeiro
nessa interpretacdo estendida. Novamente, isso certamente deve ser
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suficiente para tornar ‘Ix(P(x) A R(x,a))’ verdadeiro em nossa inter-
pretacdo original.

Em nossa interpretagao, ‘Vx3y R(x,y)’ deve se falso. Afinal, consi-
dere a ultima pessoa nascida no ano de 19g9. Nos nao sabemos quem
ela foi, mas se fossemos estender nossa interpretacdo ao deixarmos
um novo nome, ‘d’, nomear esta pessoa, entdo nao seriamos capa-
zes de encontrar alguém no dominio para denotar com algum outro
nome, talvez ‘¢’, de tal maneira que ‘R(d,¢)’ fosse verdadeiro. De fato,
nao importa quem n6és nomearmos com ‘¢’, ‘R(d,e)’ seria falso. Esta
observac¢do certamente é suficiente para tornar ‘Iy R(d,y)’ falso em
nossa interpreta¢ao, que por sua vez é certamente suficiente para tor-
nar ‘Vx3y R(x,y)’ falso em nossa interpretacao estendida, o que por sua
vez certamente € suficiente para tornar ‘Vx3y R(x,y)’ falso na nossa in-
terpretacao original.

Se vocé entendeu os trés exemplos, 6timo. E isso o que importa.
Estritamente falando, porém, nés ainda precisamos dar uma defini-
cdo precisa das condi¢cdes de verdade para sentencas quantificadas.
O resultado, tristemente, € um pouco feio, e requer algumas novas
defini¢des. Prepare-se!

Suponha que d é uma férmula contendo pelo menos uma ocor-
réncia da variavel x, e que « é livre em 9. Nos escreveremos isso
assim:

Suponha também que ¢ é um nome. Entao, escreveremos:
A(...c...c...)

para a férmula obtida ao substituir fodas as ocorréncias de « em o
por <. A féormula resultante é chamada de uma INSTANCIA DE SUBSTI-
TUICAO de Yadd e xd. Também, ¢ é chamado de NOME DE INSTAN-
CIACAO. Entao:

Ax(R(e,x) & F(x))

€ uma instancia de substituicao de
Vy3x(R(y,x) © F(x))

com o nome de instanciacao ‘¢’ e variavel instanciada ‘y’.

Nossa interpretacao incluira uma especificagao de quais nomes cor-
respondem a quais objetos no dominio. Tome qualquer objeto no do-
minio, digamos, d, e um nome ¢ que ainda nao foi atribuido pela
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interpretacdo. Se nossa interpretacdo é I, entdo nés podemos consi-
derar a interpretacao I[d/c], que é como I, exceto pelo fato de que
ela também atribui o nome ¢ ao objeto d. Entdao, n6s podemos dizer
que d sarisraz a férmula 9d(...x ...« ...) na interpretacdo I se, e
somente se, (...<¢...<¢...) é verdadeiro em I[d/<c]. (se d satisfaz
A(...x...x...), n6s também dizemos que A(...x ... x...) é verda-
deiro sobre d.)

A interpretacdo I[d/<] é como a interpretacdo I, exceto pelo
fato de que ela também atribui o nome ¢ ao objeto d.

Um objeto d sarisraz (... ...a...) na interpretacao I sse
A(...c...c...) é verdadeiro em I[d/<].

Entao, por exemplo, Sécrates satisfaz a formula P(x), uma vez que
P(c) é verdadeiro na interpretacao I[Socrates/c], i.e., na interpreta-
¢ao:

dominio: todas as pessoas nascidas antes de 2000CE
a: Aristoteles
b: Beyoncé
¢: Socrates
P(x): » € um filosofo
R(x,y): » Nnasceu antes de y

Armados com esta notacdo, a ideia aproximada é como se segue.
A sentenca Vadd(...x...a...) sera verdadeira em I sse, para qual-
quer objeto d no dominio, (... c...c...) é verdadeiro em I[d/c],
i.e., ndo importa quais objetos (no dominio) nés nomeamos com <.
Em outras palavras, Vaed(...x...x...) é verdadeiro sse todo ob-
jeto dominio satisfaz d(...a ...« ...). Similarmente, a sentenca Ja
sera verdadeira sse ha algum objeto que satisfaz (... x...a...), ie,
dA(...c...c...) éverdadeiro em I[d/c] para algum objeto d.
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Vad (...« ...« ...) é verdadeiro em uma interpretagao sse
todo objeto do dominio satisfaz A(...x...x...).

Jad(...x...a...) é verdadeiro em uma interpretagao sse
pelo menos um objeto do dominio satisfaz (... ... a...).

Para ser claro: tudo que isso faz é formalizar (de maneira bem
pedante) a ideia intuitiva expressa na pagina anterior. O resultado
é um pouco feio, e a definicdo final pode parecer um pouco opaca.
Esperancosamente, porém, o espirito da ideia esta claro.

Finalmente, notemos que o conceito de um objeto satisfazendo
uma férmula com uma variavel livre também pode ser estendido para
formulas com mais de uma variavel livre. Se tivermos uma férmula
d(x,y) com duas variaveis livres, « e y, entdo podemos dizer que
um par de objetos (a,b) satisfaz A (x,y) sse d(<c,d) é verdadeiro na
interpretacdo estendida por dois nomes ¢ e <, onde ¢ nomeia a e d
nomeia 4. Entao, por exemplo, (Socrates,Platao) satisfaz R(x,y), uma
vez que R(¢,d) é verdadeiro na interpretagao:

dominio: todas as pessoas nascidas antes de 2000CE
a: Aristoteles
b: Beyoncé
¢: Socrates
d: Platao
P(x): x € um fil6sofo
R(x,y): » nasceu antes de y

Para férmulas atémicas, os objetos, pares de objetos, etc., que as
satisfazem sdo exatamente a extensao do predicado dado na interpre-
tacdo. Mas a nocgao de satisfacdo também se aplica a féormulas nio
atomicas, e.g., a formula P(x) A R(x,b) é satisfeita por todos os filo-
sofos nascidos antes de Beyoncé. Isso se aplica até mesmo a formulas
envolvendo quantificadores, e.g., P(x) A =3y(P(y) A R(y,x)) € satis-
feita por todas as pessoas que sao filosofos e para as quais é verdade
que nenhum fil6sofo nasceu antes delas—em outras palavras, ela é
verdadeira sobre o primeiro fil6sofo.
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Exercicios Praticos

A. Considere a seguinte interpretagao:

O dominio compreende apenas Corwin and Benedict

‘A(x)’ é verdadeiro tanto sobre Corwin quanto sobre Benedict
‘B(x)’ é verdadeiro apenas sobre Benedict

‘N (x)’ ndo é verdadeiro de qualquer um deles

‘¢’ se refere a Corwin

Determine se cada uma das seguintes sentencas é verdadeira ou falsa
nesta interpretacao:

1
2
3
4
5
6
7.
8
9

B.C

. B(¢)

. A(c) & =N (c)

. N(¢) = (A(c) v B(c))
. Vx A(x)

. Vx=B(x)

. dx(A(x) A B(x))

Ax(A(x) — N(x))

. Vx(N(x) VN (x))
. dx B(x) — Vx A(x)

onsidere a seguinte interpretacgao:

O dominio compreende apenas Lemmy, Courtney e Eddy
‘G(x)’ é verdadeiro sobre Emmy, Courtney e Eddy

‘H(x)’ é verdadeiro apenas sobre Courtney

‘M(x)’ é verdadeiro apenas sobre Lemmy e Eddy

‘¢’ se refere a Courtney

‘e’ se refere a Eddy

Determine se cada uma das seguintes sentencas é verdadeira ou falsa
nesta interpretagao:

R AL L

H(c)

H(e)

M(c)V M(e)
G(c) vV =G(c)
M(c) > G(c)
dx H(x)
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Vx H(x)

Ax - M (x)
Ax(H(x) A G(x))
Ax(M(x) A G(x))

. Vx(H(x) vV M(x))

dx H(x) A 3x M(x)

. Vx(H(x) & -M(x))
14.
15.

Ax G(x) A Ix—=G(x)
Vx3y(G(x) A H(y))

C. Seguindo as convencdes de diagrama introduzidas no final de §27,
considere a seguinte interpretacao:

1—)2

AN

Determine se cada uma das seguintes sentencas é verdadeira ou falsa
nesta interpretacao:

CL ON ST K

Ax R(x,x)

Vx R(x,x)

JxVy R(x,y)

JxVy R(y, x)

VaVyVz((R(x,9) A R(y,z)) — R(x,2))
VaVyVz((R(x,9) A R(x,2)) = R(y,2))
JxVy R (x,y)

Vx(3y R(x,9) — Jy R(y,x))

Jx3y(-x =y A R(x,9) AR(y,x))
FxVy(R(x.y) © x =)

. JxVy(R(p,x) & x =)

JxJy(-x =y A R(x,9) AV2(R(z,x) & y =2))
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Conceitos
semanticos

Oferecer uma definicao precisa de verdade na LPO foi mais do que um
pouco complicado, mas agora que ja terminamos, podemos definir va-
rias no¢oes logicas centrais. Elas parecerdao bem similar as defini¢oes
que oferecemos para a LVF. Porém, lembre-se de que elas lidam com
interpretagoes, em vez de valoragoes.

Utilizaremos o simbolo ‘¢’ para a LPO assim como fizemos com a
LVF. Entao:

Aq,Ag,. .. ,Qﬁn EB

significa que ndo ha qualquer interpretacdo em que todos de i, oy,
..., 9, sao verdadeiros e em que € € falso. Derivatively,

EdA

significa que ¢ é verdadeiro em toda interpretacao
As outras nogdes logicas também tém defini¢cées correspondentes
na LPO:

> Uma sentenca da LPO of é uma TAUTOLOGIA sse o € verdadeiro
em toda interpretacgao; i.e., k A.

> of é uma CONTRADICAO sse d € falsa em toda interpretacao; i.e.,
E 9.
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> dq1,dy,...d, .. 6 é VALIDA NA LPO sse nao ha uma interpreta-
coes em que todas as premissas sdo verdadeiras e a conclusdo
é falsa; i.e., dd1,99,... 94, E 6. Do contrario, ela é INVALIDA NA
LPO.

> Duas sentencas da LPO, o e %, sdo interpretacdes EQUIVALEN-
TES sse elas sdo verdadeiras exatamente nas mesmas interpreta-
coes;i.e.,se A FRBeRBE.

> As sentencas da LPO o, dy, ..., A, sd0 CONJUNTAMENTE SA-
TISFATIVEIS sse ha alguma interpretacdo em que todas elas sao
verdadeiras. Elas sdo CONJUNTAMENTE INSATISFATIVEIS sse nao
ha uma tal interpretagao.



CAPITULO 30

Usando
interpretagoes

30.1 Validades e contradic¢des

Suponha que queiramos mostrar que ‘Ix 4(x,x) — B(d)’ ndo é uma
tautologia. Isso requer mostrar que a sentenca nio é verdadeira em
todas as interpretacdes; i.e., que ela é falsa em alguma interpretagao.
Se pudermos fornecer apenas uma interpretacdo em que a sentenca é
falsa, entdo nés teremos mostrado que a sentenca nao é uma tautolo-
gia.

Para que ‘xA(x,x) — B(d) seja falso, o antecedente
(‘Ix A(x,x)’) deve ser verdadeiro, e o consequente (‘B(d)’) deve ser
falso. Para construir uma tal interpretacdo, nés come¢amos especi-
ficando um dominio. Manter o dominio pequeno torna mais facil a
especificacdo de sobre o que os predicados serdo verdadeiros, entdao
iremos comegar com um dominio que tem apenas um membro. Para
uma maior concretude, digamos que é a cidade de Paris.

domain: Paris

O nome ‘d’ deve se referir a algo no dominio, entdo nés nao temos
opgoes além de

d: Paris
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Lembre-se de que queremos que ‘Ix A(x,x)’ seja verdadeiro, entdo
n6s queremos que todos os membros do dominio se pareiem consigo
mesmo na extensao de ‘4’. Podemos apenas oferecer:

A(x,y): x € idéntico a ¥

Agora, ‘A(d,d)’ é verdadeiro, entdo certamente é verdadeiro que
‘Ix A(x,x)’. Em seguida, queremos que ‘B(d)’ seja falso, de maneira
que o referente de ‘d’ ndo esteja na extensao de ‘B’. Poderiamos sim-
plesmente oferecer:

B(x): x estd na Alemanha

Agora nés temos uma interpretacio em que ‘Ix A(x,x)’ é verda-
deira, mas onde ‘B(d)’ é falsa. Entdo ha uma interpretacdo em que
‘dx A(x,x) — B(d)’ é falsa. Entiao ‘dx A(x,x) — B(d)’ nio é uma
tautologia.

Podemos mostrar com a mesma facilidade que ‘IxA(x,x) — B(d)’
nao é uma contradi¢cdo. Precisamos apenas especificar uma interpre-
tacdo em que ‘IxA(x,x) — B(d)’ é verdadeira; i.e., uma interpretacao
em que ou ‘Ix A(x,x)’ é falsa ou ‘B(d)’ é verdadeira. Aqui esta uma:

dominio: Paris

d: Paris
A(x,y): « € idéntico a y
B(x): x esta na Franca

Isso mostra que ha uma interpretacdo em que ‘IxA(x,x) — B(d)’ é
verdadeiro. Entao, ‘3x A(x,x) — B(d)’ ndo é uma contradicio.

Para mostrar que o ndo é uma tautologia, é suficiente encontrar
uma interpretacdo em que 9 é falso.

Para mostrar que ¢ nao é uma contradicdo, é suficiente encon-
trar uma interpretacao em que o € verdadeiro.

30.2 Equivaléncia l6gica

Suponha que queiramos mostrar que ‘Vx §(x)’ e ‘Ix §(x)’ ndo sao logi-
camente equivalentes. N6s precisamos construir uma interpretacao em
que ambas as sentencas tém valores de verdade diferentes; queremos
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que uma delas seja verdadeira e a outra falsa. Comecamos especifi-
cando o dominio. Novamente, fazemos o dominio pequeno para que
possamos especificar as extensoes facilmente. Neste caso, precisamos
de pelo menos dois objetos. (Se escolhermos um dominio com ape-
nas um membro, as duas sentencas acabariam com o mesmo valor
verdade. Para ver por que, tente construir algumas interpretacdes par-
ciais com dominios com apenas um membro). Pela concretude, vamos
tomar:

dominio: Ornette Coleman, Miles Davis

Né6s tornamos ‘Ix §(x)’ verdadeiro ao incluir algo na extensao de “S’,
e podemos tornar ‘Vx §(x)’ falso ao deixar algo fora da extensdao de
‘S”. Pela concretude, n6s ofereceremos:

S(x): x toca saxofone

Agora ‘Ix S(x)’ é verdadeiro, porque ‘S(x)’ é verdadeiro sobre Ornette
Coleman. De maneira levemente mais precisa, estendemos nossa in-
terpretacdo ao permitirmos que ‘c’ nomeie Ornette Coleman. ‘S(c)’
é verdadeiro nessa interpretacao estendida, entdo ‘Ix §(x)’ era ver-
dadeiro na interpretacdo original. Similarmente, ‘Vx S(x)’ é falso,
porque ‘S(x)’ é falos sobre Miles Davis. De maneira levemente mais
precisa, estendemos nossa interpretacao ao permitirmos que ‘d’ no-
meie Miles Davis, e ‘S(d)’ falso nessa interpretacao estendida, entdao
‘Vx §(x) era falso na interpretacdo original. No6s fornecemos uma
contra-interpretacao a afirmacao de que Vx .S(x)’ e ‘Ix.S(x)’ sdo logi-
camente equivalentes.

Para mostrar que 9 e 9B nao sao logicamente equivalentes, é
suficiente encontrar uma interpretacdo em que um é verdadeiro
e o outro é falso.

30.3 Validade, implicacao e satisfabilidade

Para testar nossa validade, implicacdo ou satisfabilidade, nés tipica-
mente precisamos produzir interpretacoes que determinam o valor ver-
dade de varias sentencas simultaneamente.

Considere o seguinte argumento na LPO:

Ax(G(x) = G(a)) .. IxG(x) — G(a)
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Para mostrar que isso é invalido, nés temos que tornar a premissa ver-
dadeira e a conclusao falsa. A conclusao € um condicional, entao, para
torna-la falsa, o antecedente deve ser verdadeiro e o consequente deve
falso. Claramente, nosso dominio deve conter dois objetos. Vamos
tentar:

dominio: Karl Marx, Ludwig von Mises
G(x): » odiava comunismo
a: Karl Marx

Dado que Marx escreveu o Manifesto do Partido Comunista, ‘G(a)’ é
claramente falso nessa interpretacdo. Mas von Mises famosamente
odiava comunismo, entdo ‘3x G(x)’ é verdadeiro nessa interpretagao.
Consequentemente, ‘Ix G(x) — G(a)’ é falso, como requerido.

Esta interpretacdao torna a premissa verdadeira Sim! Note que
‘G(a) — G(a)’ é verdadeiro. (De fato, isso é uma tautologia). Mas,
entdo, certamente ‘Ix(G(x) — G(a))’ é verdadeiro, entdo a premissa
é verdadeira, e a conclusdo é falsa, nesta interpretagao. O argumento
é, portanto, invalido.

Ao passar, note que n6és mostramos também que ‘Ix(G(x) —
G(a))’ nao implica ‘x G(x) — G(a)’. Igualmente, nés mostramos
que as sentencas ‘Ix(G(x) — G(a))’ e ‘~(Ix G(x) — G(a))’ sdo con-
juntamente satisfativeis.

Vamos considerar um segundo exemplo. Considere:

Vx3y L(x,y) .. yVx L(x,y)

\% 5S quer rar que isso € invalido. Para fazer i
Novamente, n6s queremos mostrar que isso é invalido. Para fazer isso,
precisamos fazer as premissa verdadeiras e a conclusao falsa. Aqui esta
uma sugestao:

dominio: Cidadaos canadenses que atualmente estio em uma unido
estavel com outro cidadido canadense
L(x,y): » esta em uma unido estavel com ¥

A premissa é claramente verdadeira nesta interpretacao. Qualquer um
no dominio é um cidadao canadense em uma unio estavel com algum
outro cidadao canadense. Este outro cidadao também estara, entdo,
no dominio. Entao, para todos no dominio, havera alguém (diferente)
no dominio com o qual eles estardo em uma unido estavel. Consequen-

z

temente, ‘Vx3y L(x,y)’ é verdadeiro. Contudo, a conclusdo claramente
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é falsa, porque isso requereria que ha alguma pessoa solteira que esta
em uma uniao estavel com todo mundo no dominio, e ndo ha uma tal
pessoa, entdo o argumento é invalido. N6és observamos imediatamente
que as sentencas ‘Vx3y L(x,y) e ‘-3yVx L(x,y)’ sdo conjuntamente sa-
tisfativeis e que ‘Vx3y L(x,y)’ nao implica ‘IyVx L(x,y)’.

Para nosso terceiro exemplo, misturaremos as coisas um pouco.
Em §27, n6s descrevemos como nés podemos apresentar algumas in-
terpretacdes usando diagramas. Por exepmlo,

Co—rs

Usando as convencdes empregadas em §27, o dominio dessa interpre-
tacdo é o dos trés primeiros nimeros inteiros positivos, e ‘R(x,y)’ é
falso sobre x e y apenas no caso em que ha uma flecha de x para y
em nosso diagrama. Aqui, ha algumas sentencas que a interpretacao
torna verdadeiras:

o Vx3y R(y,x)’

o ‘TxVy R(x,y) testemunha 1
o ‘AVy(R(y,x) & x=y) testemunha 1
e ‘AxJyIz((my = 2z A R(x,9)) A R(2,%x))’ testemunha 2
o ‘AxVy -R(x,y) testemunha 3
e ‘Ax(Fy R(y,x) A~y R(x,y))’ testemunha 3

Isso mostra imediatamente que todas as seis sentencas anteriores sao
conjuntamente satisfativeis. Podemos usar esta observagao para gene-
rar argumentos invdlidos, e.g.:

Vx3y R(p,x),3xVy R(x,y) .". Vx3y R(x,y)
JxVy R(x,9),IxVy-R(x,y) .". =TxIyTz(-y = 2 A (R(x,y) A R(z,%)))

e varios outros além desses.
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Para mostrar que o1,9y,..., 94, .". € é invalido, é suficiente
encontrar uma interpretacao onde todos de 9y, do, ..., d, are
true and where 6 é falso.

Esta mesma interpretacdo mostrara que i, dy, ..., 9, nao
implica 6.
Ela também mostrard que 91, g, ..., d,, =6 sdo conjunta-

mente satisfativeis.

Quando vocé fornecer uma interpretacio para refutar uma
afirmacado—para mostrar que uma sentenca niao é uma tautologia, di-
gamos, ou que uma implicacao falha—, isso é, as vezes, chamado de
fornecer uma contra-interpretacao (ou fornecer um contra-modelo).

Exercicios Praticos

A. Mostre que cada uma das seguintes sentencas nao é nem uma tau-
tologia nem uma contradigao:

N O

D(a) A D(b)

Ax T(x,h)

P(m) A =Vx P(x)

V2] (2) & 3 J ()

V(W (x,m,n) vV IyL(x,y))
Jx(G(x) —> Yy M(y))
Ax(x =hAx=1i)

B. Mostre que os seguintes pares de sentencas nao sao logicamente

equivalentes.

© ON S

J(a), K(a)

x J(x), J(m)

Vx R(x,x), 3x R(x,x)

Ix P(x) — Q(c), Ix(P(x) — Q(c))
Vx(P(x) = =0Q(x)), Ix(P(x) A =Q(x))
Fx(P(x) A Q(x)), Fx(P(x) — Q(x))
Vx(P(x) = Q(x)), Vx(P(x) A Q(x))
Vx3y R(x,y), 3xVy R(x,y)

Vx3y R(x,y), Vx3y R(y, x)

C. Mostre que as seguintes sentenc¢as sdo conjuntamente satisfativeis:
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L PN ST

M(a),~N(a),P(a),~Q(a)
L(e,e),L(e.g),~L(g,¢),~L(g,8)

—~(M(a) ANAx A(x)),M(a) V F(a),Yx(F(x) — A(x))
M(a) vV M(b),M(a) > Vx—M(x)

Yy G(y),Yx(G(x) — H(x)),3y~1(y)

Ax(B(x) V A(x)),Vx—'C(x),Vx[(A(x) A B(x)) — C(x)]
Ax X (x),Ax Y (x),Yx(X (x) & =Y (x))

Vx(P(x) V Q(x)),35-(Q (%) A P(x))

Jz2(N(z) A O(2,2)),VxVy(0(x,y) — O(y,x))

—3xVy R(x,y),Yx3y R(x,y)

-R(a,a),Vx(x =aV R(x,a))

VaVyVz[(x =y Vy=2)Va=2z], Ixdy ~x =y

L IFH(Z() AZ() Ax=)), ~Z(d), d =

D. Mostre que os seguintes argumentos sao invalidos:

p—

P XN s @

Vx(A(x) — B(x)) .". 3x B(x)

Vx(R(x) = D(x)),Yx(R(x) — F(x)) .. Ax(D(x) A F(x))
Jx(P(x) — Q(x)) .". Ix P(x)

N(a) AN(b) AN(c)..VxN(x)

R(d)e,ax R(x,d) .. R(e,d)

Ax(E(x) A F(x)),3x F(x) —» Ix G(x) .. Ix(E(x) A G(x))
Vx 0(x,¢),Yx0(c,x) .. YxO(x,x)

Ax(J(x) A K(x)),Fx=K(x),3x— ] (x) .. Ix (=] (x) A ~K(x))
L(a)b — Vx L(x,b),3x L(x,b) .. L(b,b)

Vx(D(x) = 3y T (y,x)) .. FyFz y =2



CAPITULO 31

Raciocinando
sobre todas as
interpretacoes

31.1 Tautologias e contradigdes

Podemos mostrar que a sentenca ndo € uma tautologia apenas forne-
cendo uma interpretacdo cuidadosamente especificada: uma interpre-
tacdo em que a sentenca € falsa. Para mostrar que algo é uma tautolo-
gia, por outro lado, ndo seria suficiente construir dez, cem, ou mesmo
mil interpretaces em que a sentenca é verdadeira. Uma sentenca ape-
nas é uma tautologia se ela é verdadeira em foda interpretacao, e ha
infinitas interpretacdes. Nos precisamos raciocinar sobre todas elas, e
nao podemos fazer isso lidando com elas uma por uma!

As vezes, podemos raciocinar sobre todas as interpretacdes bem
facilmente. Por exemplo, podemos oferecer um argumento relativa-
mente simples de que ‘R(a,a) V ~R(a,a)’ é uma tautologia:

Qualquer interpretacao relevante dara a ‘R(a,a)’ um va-
lor verdade. Se ‘R(a,a)’ é verdadeira em uma interpreta-
¢ao, entdo ‘R(a,a) V =R(a,a)’ é verdadeira mesta inter-
pretacdao. Se ‘R(a,a)’ é falsa em uma interpretagdo, en-
tao —R(a,a) é verdadeira, e entio ‘R(a,a) V —R(a,a)’ é
verdadeira nesta interpretacdo. Estas sdo as duas unicas
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alternativas. ‘R(a,a) V =R(a,a)’ é verdadeira em toda in-
terpretacdo. Portanto, ela € uma tautologia.

Este argumento é valido, é claro, e sua conclusdo é verdadeira. Con-
tudo, ndo é um argumento da LPO. Em vez disso, é um argumento
em portugués sobre a LPO: é um argumento da metalinguagem.

Note outra caracteristica do argumento. Uma vez que a sentenga
em questdo nio continha quantificadores, nés nao precisamos pensar
sobre como interpretar ‘a’ e ‘R’; o ponto foi justamente que, apesar de
termos as interpretado, ‘R(a,a)’ teria algum valor verdade ou outro.
(Poderiamos, em ultima analise, ter dado o mesmo argumento em
relacdo a sentencas da LVF).

Aqui esta outro argumento. Considere a sentenca ‘Vx(R(x,x) V
=R (x,x))’. Novamente, ela deve obviamente ser uma tautologia, mas
dizer exatamente o porqué é um desafio. Nao podemos dizer que
‘R(x,x) V ~R(x,x)” é verdadeira em toda interpreta¢dao, uma vez que
‘R(x,x) V =R(x,x)’ ndo é nem mesmo uma senten¢a da LPO (lembre-
se que ‘x4’ é uma variavel, nio um nome). Entdo, precisamos ser um
pouco mais claros.

Considere algumas interpretacoes arbitrarias. Vx(R(x,x)V
—R(x,x)) é verdadeira em nossa interpretacao sse R(x,x)V
—R(x,x) € satisfeito por todo objeto deste dominio. Consi-
dere algum membro arbitrario do dominio, que, por con-
veniéncia, chamaremos de Fred. Ou Fred satisfaz R(x,x),
ou ele nao satisfaz. Se Fred satisfaz ‘R(x,x)’, entdo ele
também satisfaz ‘R(x,x) V =R(x,x)’. Se Fred nao satis-
faz ‘R(x,x)’, entao ele satisfaz ‘~R(x,x)’, entdo, também
‘R(x,x)V-R(x,x)’." Entdo, de qualquer maneira, Fred sa-
tisfaz ‘R(x,x) V-R(x,x)’. Uma vez que nao dissemos nada
de especial sobre Fred—poderiamos ter escolhido qual-
quer objeto—, nés vemos que qualquer objeto do dominio
satisfaz ‘R(x,x)V-R(x,x)’. Entdo ‘Vx(R(x,x)V-R(x,x)) é
verdadeira em nossa interpretacdo. Mas, nés escolhemos
nossa interpretacdo arbitrariamente, entao ‘Vx(R(x,x) V
—R(x,x))’ é verdadeira em toda interpretacao. Ela é, por-
tanto, uma tautologia.

1Usamos aqui o fato de que as condi¢bes de verdade para conectivos também se
aplicam a satisfacdo: a satisfaz of(a) vV B(x) iff a satisfaz of(a) ou B(x), etc.
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Isso é bem demorado, mas, como as coisas estdo, ndo ha outra alter-
nativa. Para mostrar que uma sentenca é uma tautologia, precisamos
raciocinar sobre fodas as interpretacdes.

31.2 Outros casos

Pontos similares valem sobre outros casos também. Entao, precisamos
raciocinar sobre todas as interpretacdes se quisermos mostrar:

* que uma sentenc¢a é uma contradicdo; porque isso requer que ela
seja falsa em toda interpretacao.

* que duas sentencas sdo logicamente equivalentes; porque isso
requer que elas tenham o mesmo valor verdade em toda inter-
pretacao.

¢ que algumas sentencas sao conjuntamente insatisfativeis; porque
isso requer que nao ha uma interpretacdo na qual todas essas
sentencas sao verdadeiras juntas; i.e. que, em toda interpretacao,
pelo menos uma daquelas sentencas é falsa.

* que um argumento é valido; porque isso requer que a conclusao
seja verdadeira em foda interpretacdo em que as premissas sao
verdadeiras. que algumas sentencas implicam outras sentencas.

O problema é que, com as ferramentas disponiveis para vocé até en-
tao, raciocinar sobre todas as interpretacdoes é um desafio sério! Va-
mos tomar apenas mais um exempo. Aqui esta um argumento que é
obviamente vélido:

Vx(H(x) A J(x)) .. Va H(x)

Afinal, se tudo é tanto H quanto /, entao tudo é H. Mas, n6s podemos
apenas mostrar que o argumento é valido ao considerar o que deve
ser verdadeiro em toda interpretacdo em que a premissa é verdadeira.
Para mostrar isso, precisariamos raciocinar como se segue:

Considere uma interpretacao arbitraria em que a premissa
Vx(H(x)A J(x)) é verdadeira. Segue-se que ‘H (x)A J(x)’
é satisfeita por todo objeto nessa interpretacdo. ‘H(x)’
sera, entdo, satisfeita pelos mesmos objetos.” Entao, deve

2Aqui, novamente, fazemos uso do fato de que todo objeto que satisfizer of(a) A
% (a) também deve satisfazer o (x) e B(x).
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ser o caso que ‘Vx H(x)’ é verdadeira nessa interpretacao.
Nao assumimos qualquer coisa sobre a interpretacao, ex-
cero que ela é uma em que ‘Vx(H (x) A J(x))’ é verdadeira,
entao qualquer interpretacao em que ‘Vx(H (x) A J(x)) é

verdadeira é uma em que ‘Vx H(x)’ é verdadeira. O argu-
mento €é valido!

Mesmo para um argumento simples como esse, o raciocinio é de al-
guma maneira complicado. Para argumentos mais longos, o raciocinio
pode ser extremamente torturoso.

A seguinte tabela sumariza se uma tunica interpretaciao ou contra-
interpretacdo é suficiente, ou se nés devemos raciocinar sobre todas
as interpretacoes.

Sim Nao
tautologia? todas as interpretacbes uma contra-interpretagao
contradi¢do? todas as interpretages uma contra-interpretacao
equivalentes? todas as interpretacdes uma contra-interpretacio
satisfativel? uma interpretacao todas as interpretacoes
valida? todas as interpretacbes uma contra-interpretacao
implicac¢ao? todas as interpretacbes uma contra-interpretagao

Isso poderia, de forma util, ser comparado com a tabela no fim
de §13. A diferenca chave reside no fato de que a LVF lida com tabe-
las verdade, enquanto a LPO lida com interpretacdes. Esta diferenca
é profundamente importante, uma vez que cada tabela verdade tem
apenas finitas linhas, de maneira que uma tabela verdade completa é
relativamente um objeto tratavel. Por contraste, ha infinitas interpre-
tacoes para qualquer sentenca, de maneira que raciocinar sobre todas
as interpretagdes pode ser uma tarefa profundamente complicada.
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CAPITULO 32
Regras basicas
para LPO

A linguagem da LPO faz uso de todos os conectivos da LVF. En-
tao, provas na LPO vido seguir todas as regras basicas e derivadas
da parte IV. Também usaremos as nog¢oes prova-teéricas (particular-
mente, o simbolo ‘+’) introduzidas aqui. Contudo, também precisare-
mos de algumas novas regras basicas para governarem os quantifica-
dores e os simbolos de identidade.

32.1 Elimina¢ao do universal

Da afirmacgao de que tudo é F, vocé pode inferir que qualquer coisa
particular € F. Vocé a nomeia; ela é F. Entdo, o seguinte deve racio-
cinio deve ser bom:

Vx R(x,x,d)

2 | R(a,a,d) VE 1

Obtivemos a linha 2 ao eliminar o quantificador universal e substituir
toda instancia de ‘4’ com ‘a’. Da mesma maneira, o seguinte deve ser
permitido:

Vx R(x,x,d)

2 | R(d,d,d) VE 1
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Obtivemos a linha 2 aqui eliminando o quantificador universal e sub-
situindo toda instdancia de ‘4’ por ‘d’. Poderiamos ter feito o mesmo
com qualquer outro nome que quiséssemos.

Isso motiva a regra da elimina¢ao do universal (EV):

m |Ved(...xc...x...)
A(...c...c...) VE m

A notacdo aqui foi introduzida em §28. O ponto é que vocé pode
obter qualquer instdncia de substitui¢do de uma férmula universalmente
quantificada: substitua qualquer instancia da variavel quantificada com
qualquer nome que vocé quiser.

Devemos enfatizar que (como com toda regra de eliminacao) vocé
s6 pode aplicar a regra EV quando o quantificador universal é o ope-
rador principal. Entdo, o seguinte é proibido:

1 | Vx B(x) — B(k)

2 ‘ B(b) — B(k) tentativa inadequada de invocar VE 1
Isso ¢é ilegitimo, uma vez que ‘Vx’ ndo é o operador légico principal
na linha 1. (Se vocé precisa de um lembrete sobre por que esse tipo
de inferéncia deve ser proibida, releia §22.)

32.2 Introducdo do existencial

Da afirmacédo de que alguma coisa em particular é ¥, vocé pode inferor
que algo é F. Entdo, devemos permitir:

2 | AxR(a,a,x) 311

Aqui, nés substituimos o nome ‘d’ pela variavel ‘x’, e entdo quantifi-
camos existencialmente sobre ela. Da mesma forma, permitiriamos:

2 | IxR(x,x,d) 311
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Aqui, nds substituimos ambas as instancias do nome ‘@’ por uma varia-
vel, e entdo generalizamos existencialmente. Mas nés nao precisamos
substituir ambas as instincias de um nome com uma variavel: se Nar-
cissus amava a si proprio, entao ha alguém que ama Narcissus. Entao,
n6s também permitimos:

2 | AxR(x,a,d) 311

Aqui, substituimos uma instancia do nome ‘a’ por uma variavel, e en-
tao generalizamos existencialmente. Estas observa¢des motivam nossa
regra de introducdo, apesar de que para explica-la, precisaremos in-
troduzir algumas notagdes novas.

Onde 4 é uma sentenca contendo o nome ¢, podemos enfatizar
isso ao escrever ‘Yd(...<c...<c...). Escreveremos ‘d(...x...<c...)
para indicar qualquer formula obtida ao substituir alguma ou todas das
instancias do nome ¢ pela variavel . Armados com isso, nossa regra
de introducao sera:

m | A(...c...c...)

A d(...x...c...) Tm

a nao pode ocorrerem A(...¢c...c...)

A restricdo é incluida para garantir que qualquer aplicacdo da re-
gra produz uma sentenca da LPO. Entao, o seguinte é permitido:

2 | 3xR(x,a,d) 311
3 | 3y3xR(x,p,d) 32

Mas isso é proibido:
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2 | Ax R(x,a,d) J11

3 | 3x3x R(x,x,d) tentativa inadequada de invocar 3I 2

uma vez que a expressdo na linha 3 contém variaveis conflitantes, e
entdo nao é uma sentenca da LPO.

32.3 Dominios vazios

A prova seguinte combina nossas duas novas regras para quantifica-
dores:

Poderia esta ser uma prova ruim? Se algo existe, entdo certamente
podemos inferir que algo é F do fato de que tudo é F. Mas e se
nada existir? Entao certamente é vacuosamente verdadeiro que tudo
é F; contudo, nao se segue que algo é F, porque nao ha nada para
ser F. Entdo, se afirmarmos que, por uma questdo puramente légica,
‘Ix F(x)’ se segue de ‘Vx F(x)’, entdo, estaremos afirmando que, por
uma questao puramente logica, ha algo em vez de nada. Isso pode pa-
recer um pouco estranho.

Na verdade, ja estamos comprometidos com essa estranheza. Em
§21, estipulamos que dominios na LPO devem ter pelo menos um
elemento. Nos entdo definimos uma tautologia (da LPO) como uma
sentenca que é verdadeira em toda interpretacdo. Uma vez que ‘Fx x =
x’ sera verdadeira em toda interpretacao, isso também tem o efeito de
estipular que é uma questdo logica o fato de haver algo em vez de
nada.

Uma vez que esta longe de estar claro que a l6gica deveria nos dizer
que hé algo em vez de nada, poderiamos muito bem estar trapaceando
um pouco aqui.

Se nos recusarmos a trapacear, porém, entdo pagaremos um alto
preco. Aqui estao trés coisas que gostaremos de manter:
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e Vx F(x) + F(a): afinal, isso é VE.

e F(a) v dx F(x): Afinal, isso é L.

* a habilidade de copiar e colar provas juntas: afinal, o raciocinio
funciona colocando varios pequenos passos juntos em grandes
cadeias.

Se obtivermos o que queremos em todos os trés pontos, entdo teremos
que admitir que VxFx + 3x F(x). Entao, se obtivermos o que queremos
em todos os trés pontos, o sistema de prova sozinho nos mostra que ha
algo em vez de nada. E se nos recusarmos a aceitar isso, entao teremos
que renunciar a uma das trés coisas que nés queremos manter!

Antes de comec¢armos a pensar sobre o que renunciar, podemos
perguntar o quanto isso é uma trapaga. Admitido, isso pode dificultar
o debate teolégico sobre por que ha algo em vez de nada. Mas no resto
do tempo, nos daremos bem. Entao, talvez devéssemos considerar
nosso sistema de provas (e a LPO, de maneira mais geral) como tendo
um alcance muito limitado. Se quisermos permitir a possibilidade de
nada, teremos que procurar um sistema de provas mais complicado.
Mas enquanto nos contentarmos em ignorar essa possibilidade, nosso
sistema de provas estara perfeitamente em ordem. (Como, da mesma
forma, é a estipulacdo de que todo dominio deve conter pelo menos
um objeto).

32.4 Introduc¢dao do universal

Suponha que vocé mostrou, sobre cada coisa particular, que ela é F
(e que ndo ha outras coisas para considerar). Entdo, vocé estaria
justificado em afirmar que tudo é F. Isso motivaria a seguinte regra
de prova. Se vocé estabeleceu todas as instincias de substituicao de
‘Vx F(x)’, entdo vocé pode inferir ‘Vx F(x)’.

Infelizmente, esta regra seria totalmente inutilizavel. Estabelecer
que instancia de substituicdo requereria provar ‘F(a)’, ‘F(b)’, ...,
‘F(j2)’ ...y ‘F(rm002)’, .., e assim por diante. De fato, uma vez que
ha infinitos nomes na LPO, esse processo nunca terminaria. Entao,
nunca poderiamos aplicar esta regra. Precisamos ser um pouco mais
astutos ao criar nossa regra para introduzir o quantificador universal.

Uma solucgdo sera inspirada ao se considerar:

Ve F(x) .. VyF(y)
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Este argumento deve obviamente ser falso. Afinal, a variacdo alfabética
deve ser uma questdo de gosto, e sem qualquer consequéncia légica.
Mas como nosso sistema de prova poderia refletir isso? Suponha que
comeg¢amos uma prova assim:

1 | VxF(x)
2 | F(a) VE 1

Né6s provamos ‘F(a)’. E, é claro, nada nos impede de usar a mesma
justificacdo para provar ‘F(bd)’, ‘F(c)’, ..., ‘F(j2)’, ..., ‘F(r9002) - - -»
e assim por diante, até ficarmos sem espacgo, tempo ou paciéncia. Mas,
refletindo sobre isso, n6s vemos que ha uma forma de provar F¢, para
qualquer nome <. E, se podemos fazer isso para qualquer qualquer

coisa, entdo certamente podemos dizer que ‘/’ é verdadeiro sobre
tudo. Portanto, isso nos justifica em inferir ‘Vy F(y)’, assim:

2 | F(a) VE 1
3 |VypF(y) VI2

O pensamento crucial aqui é que ‘a’ era apenas algum nome arbitrd-
rio. Nao havia nada de especial sobre ele—poderiamos ter escolhido
qualquer outro nome—e a prova ainda continuaria correta. E este
pensamento crucial motiva a regra da introdugao do universal (VI).

m |A(...c...c...)
Ved(...x...x...) Vim

< nao pode ocorrer em nenhuma assun¢ao nao eliminadaa nao
pode ocorrerem A(...c...c...)

Um aspecto crucial dessa regra, porém, esta associado a primeira
restricdo. Esta restricdo garante que estamos sempre raciocinando em
um nivel suficientemente geral. Para ver a restricdo em acao, considere
este terrivel argumento:
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Todos amam Kylie Minogue; portanto, todos amam a si
mesmos.

Poderiamos simbolizar este padrao de inferéncia obviamente invalido
como:
Vx L(x,k) .. Vx L(x,x)

Agora, suponha que nés tentamos oferecer uma prova que justifique
esse argumento:

Vx L(x,k)

L(k, k) VE 1

Vx L(x,x) tentativa inadequada de invocar VI 2

Isso ndo é permitido, porque ‘4’ ja ocorreu em uma assuncao nao
eliminada, a saber, a da linha 1. O ponto crucial é que, se fizermos
qualquer assunc¢ao sobre o objeto com o qual estamos trabalhando,
entdo nao estamos raciocinando de maneira geral o suficiente para
permitimos o uso de VI.

Apesar de o nome nao poder ocorrer em qualquer assuncao ndo
eliminada, ele pode ocorrer em uma assunc¢ao eliminada. Ou seja, ele
pode ocorrer em uma subprova que ja fechamos. Por exemplo, isso
esta correto:

1| |6

2 | |G R1

3 | G(d) > G(d) —11-2
4 | V2(G(2) > G(2)) VI3

Isso nos diz que Vz(G(z) — G(z))’ € um teorema. E isso é como deve
ser.

Devemos enfatizar um ultimo ponto. Conforme as convencoes de
§28.3, o0 uso de VI requer que nos substituamos foda instancia do nome
cemd(...x...x...) com a variavel . Se apenas substituirmos al-
guns nomes e nao outros, acabaremos ‘provando’ coisas bem estranhas.
Por exemplo, considere o argumento:
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Todo mundo é tao velho quanto a si mesmo; entao, todos
sao tao velhos quanto Judi Dench

Podemos simbolizar isso assim:
VxO(x,x) .. YxO(x,d)

Mas, agora, sponha que tentamos justificar este terrivel argumento com
o seguinte:

2 10(d,d) VE 1
3 | VxO(x,d) tentativa inadequada de invocar VI 2

Felizmente, nossas regras nao nos permitem fazer isso: a tentativa de
prova é proibida, uma vez que ela ndo substitui fodas as ocorréncias
de ‘d’ na linha 2 com um ‘x’.

32.5 Eliminacao do existencial

Suponha que sabemos que algo é F. O problema é que simplesmente
saber isso nao nos diz qual coisa é F. Entao, pareceria que de ‘Ix F(x)’
no6s nao podemos concluir imediatamente que ‘F(a)’, ‘F(e3)’, ou qual-
quer outra instancia de substituicdo da sentenca. O que podemos fa-
zer?

Suponha que nos sabemos que algo é F, e que tudo que é F' tam-
bém é G. No portugués (quase) natural, nés poderiamos racionar
assim:

Uma vez que algo é F, ha uma coisa particular que é um F.
Né6s nao sabemos qualquer coisa sobre ela, além do fato de
que ela é um F, mas, por conveniéncia, vamos chama-la
de ‘Becky’. Entao Becky é . Uma vez que tudo que é F
€ G, segue-se que Becky é G. Mas, uma vez que Becky é G,
segue-se que algo é G. E nada dependeu de qual objeto,
exatamente, Becky foi. Entao, algo é G.

Poderiamos tentar capturar este padrdo de raciocinio em uma prova
como se segue:
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1 | 3xF(x)
2 | Vx(F(x) = G(x))
3 F(b)
4 F(b) — G(b) VE 2
5 G(b) —E 4,3
6 dx G(x) a5
7 | Ax G(x) JE 1, 3-6
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Desconstruindo isso: nés come¢amos ao escrever nossas assuncoes.
Na linha 3, fizemos uma assuncdo adicional: ‘#(4)’. Esta foi apenas
uma instancia de substituicao de ‘Ix F'(x)’. Sobre esta assuncdo, nos
estabelecemos ‘Jx G(x)’. Note que nao fizemos qualquer assuncdo
especial sobre o objeto nomeado por ‘4’; nés apenas assumimos que ele
satisfaz ‘F(x)’. Entao, nada depende de qual objeto ele é. E a linha 1
nos diz que algo satisfaz ‘F(x)’, entdo, nosso padrao de raciocinio foi
perfeitamente geral. Podemos eliminar a assunc¢ao especifica ‘F(4)’, e
simplesmente inferir ‘Ix G (x)’ sozinha.

Juntando tudo, obtemos a regra da elimina¢ao do existencial (3E):

m | Jxd(...x...x...)
i |91(...0...0...)
il |

RB

da linha ¢

< nao pode ocorrer em A

JE m, i—j

< nao pode ocorrer em qualquer assun¢ao nao eliminada antes

¢ nao pode ocorrer em Jx A(...x...x...)

N

Como na introduc¢do do universal, as restricdoes sdo extremamente
importantes. Para ver o porqué, considere o terrivel argumento a se-

guir:
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Tim Button é um palestrante. Alguém ndo é um pales-
trante. Entdo, Tim Button é e ndo é um palestrante.

Poderiamos simbolizar este padrao de inferéncia obviamente invalido

como se segue:

L(b),3x~L(x) .". L(}) A ~L(b)

Agora, suponha que tentamos oferecer uma prova que justifique o ar-

gumento:
1 | L(b)
2 | dx—L(x)
3 -L(b)
4 L(b) A—L(b) AI1,3
5 | L(b) A—L(b) naughty attempt
to invoke JE 2, 3—4

A ultima linha da prova ndo é permitida. O nome que usamos em
nossa instancia de substitui¢ao para ‘Ix =L(x)’ na linha 3, a saber, ‘4,
ocorre na linha 4. Isso ndo seria melhor:

[ S B e R

L(b)

dx = L(x)

L(b) A —=L(b) ALl 3
Ax(L(x) A=L(x)) dI4
Ax(L(x) A =L(x)) tentativa inadequada

to invoke JE 2, 3-5

A tltima linha ainda ndo é permitida. Pois, o nome que usamos em
nossa instancia de subsituicdo de ‘Ix —L(x)’, a saber, ‘4’, ocorre em
uma assuncdo nao eliminada, a saber, a linha 1.
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A moral da historia € esta. Se vocé quiser extrair informagdes de um
quantificador existencial, escolha um novo nome para sua instancia de subs-
titui¢do. Dessa forma, vocé pode garantir que vocé vai cumprir todas
as restricoes da regra para JE.

Exercicios Praticos

A. Explique por que essas duas ‘provas’ estdo incorretas. Ainda, for-
neca interpretacdes que invalidariam o argumento falacioso que as
provas consagram:

1 | VxR(x,x) 1 | Vx3yR(x,y)
2 | R(a,a) VE 1 2 | 3y R(a,y) VE 1
3 | VyR(a,y) VI 2 3 R(a,a)
4 | VxVyR(x,y) VI3 4 dxR(x,x) 313
5 | 3xR(x,x) JE 2, 3-4

B. Nas seguintes trés provas faltam as cita¢des (regra e nimero das
linhas). Adicione-as, para torna-las provas genuinas.

VxI(R(x.3) v R(3.%))

Vx —R(m, x)

y(R(m,y) vV R(y,m))
R(m,a) vV R(a,m)

-R(m,a)
R(a,m)

Ax R(x,m)

XX N o g W N

Ax R(x,m)
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Vx(3y L(x,y) — Vz L(z,x))

L(a,b)

3y L(a,y) — VzL(z,a)
JyL(a.y)

Vz L(z,a)

L(c,a)

3y L(¢.y) = Yz L(z,¢)
3y L(¢.y)

Vz L(z,¢)

L(e,c)

Vx L(x,x)

Vx(J(x) = K(x))
3xVy L(x,y)

Vx J (%)

Vy L(a.y)
L(a,a)

J(a)

J(a) = K(a)
K(a)

K(a) A L(a,a)

Ax(K(x) A L(x,x))
Ax(K(x) A L(x,x))
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C. Em §22, problema A, consideramos quinze figuras silogisticas da
logica aristotélica. Forneca provas para cada uma das formas de ar-
gumento. Note: Vocé achara muito mais facil se vocé simbolizar (por
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exemplo) ‘Nenhum F é G’ como ‘Vx(F(x) — =G (x))’.

D. Aristételes e seus sucessores identificaram outras formas silogisticas
que dependem do ‘importe existencial’. Simbolize cada uma dessas
formas de argumento na LPO e ofereca provas.

1.

Barbari. Algo é H. Todo G é F. Todo H é G. Entao: Algum H

éF

. Celaront. Algo é H. No G é F. Todo H é G. Entao: Algum H
nao é ¥
Cesaro. Algo é H. No F é G. Todo H é G. Entao: Algum H nio
éF.
Camestros. Algo é H. Todo F é G. No H é G. Entao: Algum H

nao é F.

Felapton. Algo é G. No G é I. Todo G é H. Entao: Algum H
nao é F.

Darapti. Algo é G. Todo G é F. Todo G é H. Entao: Algum H
éF.

Calemos. Algo é H. Todo F é G. No G é H. Entao: Algum H
nao é F.

Fesapo. Algo ¢ G. No F é G. Todo G é H. Entao: Algum H nao
éF.

Bamalip. Algo é F. Todo F é G. Todo G é H. Entao: Algum H
éF.

E. Forneca uma prova de cada caso.

1.

© PN S

FVx F(x) = Vy(F(y) AF(y))

Vx(A(x) — B(x)),3x A(x) + 3x B(x)

Vx(M(x) & N(x)),M(a) AIx R(x,a) + Ix N (x)

VxVy G(x,9) F 3x G(x,x)

FVx R(x,x) — Jx 3y R(x,y)

- ¥y 3x(Q() — Q(x)

N(a) > Vx(M(x) & M(a)),M(a),-M(b) + =N (a)
VaVy(G(x,y) = G(y,x)) F VaVy(G(x,y) & G(9,x))

Vx(~M(x) V L(j,x)),Vx(B(x) — L(j,x)),Vx(M(x) V B(x)) +
VxL(j,x)

F. Escreva uma chave de simbolizacdo para o seguinte argumento,
simbolize-o e prove-o:
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Ha alguém que gosta de todos que gostam de todos que
ela gosta. Portanto, ha alguém que gosta de si mesmo.

G. Mostre que cada par de sentencas é comprovavelmente equivalente

1. Vx(A(x) — —=B(x)), ~3x(A(x) A B(x))
2. Yx(—=A(x) — B(d)), Vx A(x) vV B(d)
3. Ix P(x) — Q(c), Vx(P(x) — Q(c))

H. Para cada um dos seguintes pares de frases: Se forem compro-
vadamente equivalentes, dé provas para mostrar isso. Se nao forem,
construa uma interpretacao para mostrar que eles nao sao logicamente
equivalentes.

1. Vx P(x) = Q(c),Yx(P(x) — Q(c))
2. VxVyVz B(x,9,2),Vx B(x,x)x

3. VaVy D(x,9),VyVx D(x,)

4. AxVy D(x,y),Vy Ix D(x,y)

5. Vx(R(¢c,a) & R(x,a)),R(c,a) & Vx R(x,a)

I. Para cada um dos seguintes argumentos: Se for valido no FOL,
forneca uma prova. Se for invélido, construa uma interpretacao para
mostrar que ele é invalido.

1. dyVx R(x,y) .. Vx 3y R(x,y)

2. Vx3y R(x,y) .. Iy Vx R(x,y)

5. 3x(P(x) A —Q(x)) .". Vx(P(x) = ~Q(x))

4. Vx(S(x) = T (a)),S(d) .. T(a)

5. Vx(A(x) = B(x)),Vx(B(x) — C(x)) .. Yx(A(x) — C(x))
6. dx(D(x) V E(x)),Yx(D(x) = F(x)) .. 3x(D(x) A F(x))
7. VxVy(R(x.5) V R(3.%) .. R(j.})

8. AxJy(R(x,9) VR(y,x)) .. R(j,j)

9. Vx P(x) = VxQ(x),3x-P(x) .. Ix=0(x)
10. dx M(x) —» Ax N(x), =Ix N(x) .. Vx =M (x)
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Provas com
quantificadores

Em 8§16, discutimos estratégias para construir provas usando as re-
gras basicas da deducao natural para a LVF. Os mesmos principios se
aplicam as regras para quantificadores. Se quisermos provar uma sen-
tenca VYo o (x) ou 3 d(a), podemos trabalhar no sentido contrario
justificando a sentenca que queremos com VI ou I e tentando encon-
trar uma prova da premissa correspondente daquela regra. E, para
avancar a partir de uma sentenca quantificada, aplicamos VE ou JE,
conforme o caso.

Especificamente, suponha que vocé quer provar Vo df(x). Para fa-
zer isso usando VI, precisaremos de uma prova de ¢(¢) para algum
nome ¢ que nao ocorre em qualquer assuncao nao eliminada. Apli-
car a estratégia correspondente, i.e., construir uma prova de Vo of(x)
no sentido contrario, é escrever 9f(<) acima dele e entao continuar
tentando encontrar uma prova daquela sentenca.

n dA(c)
n+l |Ved(x) VIin
dA(<c) € obtido de d(x) ao substituir toda ocorréncia livre de © em

d () por <. Para esse trabalho, ¢ deve satisfazer a condi¢ao especial.
Nos garantimos que ela satisfaz ao sempre escolhermos um nome que
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ainda ndo ocorre na prova construida até entdo. (Certamente, ele
ocorrera na prova que acabarmos construindo—apenas nio em uma
assuncdo que nao eliminada naquela linha z +1.)

Para trabalhar de tras para frente a partir de uma sentenca
Ja d(a), nés simplesmente escrevemos uma sentenca sobre ela que
sirva como uma justificacdo para uma aplicacdo da regra 3I, i.e., uma
sentenca da forma 9i(c).

n A(c)
n+l | Jed(xe) Tln

Isso parece com o que fariamos caso trabalhdssemos no sentido contra-
rio a partir de uma sentenca quantificada universalmente. A diferenca
é que enquanto para VI nés temos que escolher um nome ¢ que nao
ocorre na prova (até entdo, para 31 n6s podemos, e em geral devemos,
escolher um nome < que ja ocorreu na prova. Assim como no caso de
VI, frequentemente nao é claro qual ¢ vai dar certo, e, entdo, para evi-
tar ter que retroceder, vocé deve trabalhar de tras para frente a partir
de sentencas quantificadas existencialmente apenas quando todas as
outras estratégias tiverem sido aplicadas.

Por outro lado, trabalhar a partir de de sentengas Jx A (a()) geral-
mente funcionam sempre e vocé ndo precisara retroceder. Trabalhar
a partir de uma sentenca existencialemnte quantificada leva e, conta
nao apenas Jo o (o), mas também qualquer sentenca 9B que vocé gos-
taria de provar. Isso requer que vocé estabeleca uma subprova sobre
9B, em que R é a ultima linha, e uma instancia de substituicao (<)
de Jx A(a) € a assuncdo. Para garantir que a condicdo em ¢ que
governa JE ¢ satisfeita, escolha um nome ¢ que ainda nao ocorreu na
prova.
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m Fx A(x)

k+1 | & dE m, n—k

Entao, vocé continuara com a meta de provar %, mas, agora, dentro de
uma subprova em que vocé tem uma sentenca adicional para trabalhar,
a saber, d(¢).

Por ultimo, trabalhar a partir de Va o («) significa que vocé pode
sempre escrever 9 (<) e justifica-lo usando VE, para qualquer nome <.
Certamente, vocé nao iria querer fazer isso a vontade. Apenas certos
nomes < ajudardo em sua tarefa de provar qualquer que seja a sen-
tenca na qual vocé esta trabalhando. Entao, assim como trabalhar no
sentido contrario a partir de 3a d(a), vocé deveria avancar a partir
de Vo d(x) apenas depois de todas as outras estratégias terem sido
aplicadas.

Vamos considerar aqui um exemplo do argumento Vx(A(x) —
B) .. 3x A(x) — B. Para comecar a construir uma prova, escreve-
mos a premissa no topo e a conclusao no fim.

1 | Vx(A(x) — B)

n | Ax A(x) - B

As estratégias para conectivos da LVF continuam se aplicando, e vocé
deve aplica-las na mesma ordem: primeiro trabalhe no sentido con-
trario a partir de condicionais, sentencas engadas, conjuncdes e agora
também quantificadores universais, e entdo para frente a partir de
disjungdes e quantificadores existenciais, e apenas entdo tente aplicar
—E, =E, VI, VE, or 3I. En nosso caso, isso significa trabalhar no sen-
tido contrario a partir da conclusao:
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1 Vx(A(x) — B)

2 dx A(x)

n—1 B

n dx A(x) —» B —12-(n-1)

Nosso proximo passo deve ser avangar a partir 3x A(x) on line 2. Para
isso, temos que escolher um nome que ainda ndo esteja em nossa
prova. Uma vez que nenhum nome aparece, podemos escolher qual-
quer nome, digamos, ‘d’.

1 Vx(A(x) — B)
2 Ax A(x)
3

n—2
n—1 JE 2, 3—(n - 2)
n dx A(x) —» B —12-(n-1)

Agora esgotamos nossas estratégias primarias e é hora de avancar a
partir da premissa Vx(A(x) — B). Aplicar VE significa que podemos
justificar qualquer instancia de A(<) — B, independentemente de qual
< escolhermos. E claro, fazemos bem em escolher d, uma vez que
isso nos dard 4(d) — B. Podemos, entdo, aplicar —E to justify B,
finalizando a prova.



CAPITULO 33. PROVAS COM QUANTIFICADORES 275

1 |Vx(4(x) —» B)

NS o N

dx A(x)

A(d)
A(d) —» B VE1
B —>E 4,3

B 3E 2, 3-5
dx A(x) —» B —12-6

Vamos comecar a construir uma prova do inverso. Comec¢amos

com

1 | Ix A(x) - B

n | Yx(A(x) — B)

Note que a premissa é um condicional, ndo uma sentenga quantificada
existencialmente, entdo ndo devemos (ainda) avancar a partir dela.
Trabalhar de tras para frente a partir da conclusao, Vx(4(x) — B),
nos leva a uma prova de 4(d) — B:

1

n—1

n

dx A(x) —» B

A(d) - B
Vx(A(x) > B) Vin-1

E trabalhar de tras para frente a partir de 4(d) — B significa que
deveriamos estabelecer uma subprova com A(d) como assuncao e B
como ultima linha:
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1 dx A(x) —» B

2 A(d)

n—2 B

n—1 1| A(d) — B —-I2-(n-2)
n Vx(A(x) > B) Vian-1

Agora, podemos avancar a partir da premissa da linha 1. Ela é um
condicional, e seu consequente é a sentenca B que estamos tentando
justificar. Entdo, devemos procurar por uma prova do seu antecedente,
Jx A(x). Certamente, isso estd agora prontamente disponivel, por 31
da linha 2, e n6s terminamos:

1 | 3dxA(x) > B

2 A(d)

3 Ax A(x) a12

4 B —-E1,3
5 | Ald)—> B —I12-4
6 | Vx(A(x) > B) VI5

Exercicios Praticos

A. Use as estratégias para encontrar provas para cada um dos seguin-
tes argumentos e teoremas:

1. A > VxB(x)..VYx(4A— B(x))

2. dx(A - B(x)) .". A — 3x B(x)

Vx(A(x) A B(x)) < (Vx A(x) AVx B(x))
Ax(A(x) vV B(x)) & (Ix A(x) v Ix B(x))
AVVxB(x))..Vx(AV B(x))

Vx(A(x) —» B) .. Ax A(x) —» B

Ax(A(x) > B) .".Vx A(x) —» B

Vx(A(x) — 3y A(p))

P ST
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Use apenas as regras basicas da LVF somadas as regras basicas de
quantificadoes.

B. Use as estratégias para encontrar provas para cada um dos argu-
mentos e teoremas:

1.
2.

4.

5.

Vx R(x,x) .". Vx3y R(x,y)

VaVyVz[(R(x,y) A R(p,2)) = R(x,2)]

S VaVy[R(x,9) = Vz(R(p,2) = R(x,2))]
VxVyVz[(R(x,y) A R(y,2)) = R(x,2)],

VxVy(R(x.y) — R(y,%))

S VaVyVz[(R(x,9) AR(x,2)) = R(y,2)]

VxVy(R(x,9) — R(p,x))

S VaVyVz[(R(x,9) AR(x,2)) — Ju(R(y,u) AN R(z,u))]
—3xVy(A(x,y) © =4(3.y))

C. Use as estratégias para encontrar provas para cada um dos argu-
mentos e teoremas:

ANl ol

VxA(x) —» B .". Ax(A(x) — B)
A — Jx B(x) .. 3x(4A — B(x))
Vx(AV B(x)) .. AVYx B(x))
Fx(A(x) — Vy A(p))

Jx(3y A(y) — A(x))

Essas requerem o uso de IP. Use apenas as regras basicas da LVF
somadas as regras basicas de quantificadoes.



CAPITULO 34

Conversdo de
quantificadores

Nesta secdo, adicionaremos algumas regras adicionais as regras basi-
cas da se¢do anterior. Elas governam a interacao entre quantificadores
€ a negacao.

Em §21, notamos que —3xd é logicamente equivalente a Vx —d.
Adicionaremos algumas regras ao nosso sistema de prova que gover-
nam isso. Em particular, adicionamos:

m | Vo -
—Jxd CQm
e
m | -Jdxd
Ve-d CQm

Igualmente, adicionamos:
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m | Jx-d
Ved CQm
e
m | "V d
Jx-d COm

Exercicios Praticos

A. Mostre em cada caso que as sentenc¢as sdo demonstravelmente in-
consistentes:

1. S(a) > T'(m),T(m) — S(a),T(m) A—=S(a)
2. ~3x R(x,a),VxVy R(y,x)
3. =3xdy L(x,y),L(a,a)

4 Vx(P(x) > Q(x)),V2(P(2) > R(2)),¥y P(),~Q(a) A =R ()

B. Mostre em cada caso que cada par de sentenca é demonstravel-
mente equivalente:

1. Vx(A(x) — =B(x)),~3x(A(x) A B(x))
2. Vx(=A(x) — B(d)),Vx A(x) VvV B(d)

C. Em §22, consideramos o que ocorre quando movemos os quantifi-
cadores ‘entre’ operadores logicos. Mostr que cada par de sentencas
é demonstravelmente equivalente:

1. Vx(F(x) A G(a)),Yx F(x) A G(a)
2. Jx(F(x) vV G(a)),3x F(x) V G(a)
Vx(G(a) — F(x)),G(a) — Yx F(x)
Vx(F(x) = G(a)),3x F(x) — G(a)
Ax(G(a) —» F(x)),G(a) — Jx F(x)
Ax(F(x) — G(a)),Vx F(x) — G(a)

S »

Nota: a variavel ‘x’ ndo ocorre em ‘G (a)’. Quando todos os quantifica-
dores ocorrem no comeco de uma sentenca, essa sentenca € dita estar
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em sua forma normal prenex. Essas equivaléncias sdo as vezes chamadas
de regras prenex, uma vez que elas nos dao meios de colocar qualquer
sentenca em sua forma normal prenex.



CAPITULO 35
Regras para
identidade

Em §27, mencionamos a tese filosoficamente controversa da identidade
dos indiscerniveis. Esta € a afirmacdo de que os objetos que sdo indiscer-
niveis em todos os sentidos sdo, de fato, idénticos entre si. Também
foi mencionado que nido admitiremos esta tese. Daqui se segue que,
nao importa o quanto vocé aprenda sobre dois objetos, nao podemos
provar que eles sdo idénticos. A menos que, € claro, vocé aprenda que
os dois objetos sdo de fato idénticos, mas a prova dificilmente sera
muito esclarecedora.

O ponto geral, porém, é que nenhuma senten¢a que ja nao contenha
o predicado de identidade pode justificar a inferéncia a ‘e = 4’. Entao,
nossa regra de introducao da identidade nao pode nos permitir inferir
uma afirmacao de identidade contendo dois nomes diferentes.

Contudo, todo objeto ¢é idéntico a si mesmo. Nenhuma premissa,
entdo, é requerida para concluir que algo é idéntico a si mesmo. Entao,
essa serd a regra da introducdo da identidade:

Note que esta regra nao requer referéncia a quaisquer linhas ante-
riores da prova. Para qualquer nome ¢, vocé pode escrever ¢ = ¢ em
qualquer ponto, apenas com a regra =I como justificacao.

Nossa regra de eliminagao é mais legal. Se vocé estabeleceu ‘a = &,
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entdo qualquer coisa que for verdadeira sobre objeto nomeado por ‘@’
também tem que ser verdadeira sobre o objeto nomeado por ‘0’. Para
qualquer sentenca com ‘a’ nela, vocé pode subsituir alguma ou todas
as ocorréncias de ‘@’ por ‘0’ e produzir uma sentenca equivalente. Por
exemplo, a partir de ‘R(a,a)’ e ‘a = b’, vocé esta justificado a inferir
‘R(a,b)’, ‘R(b,a)’ ou ‘R(b,b)’. De maneira mais geral:

m|a="0
n | A(..¢...a...)
A(...6...w...) =E m, n

A notacao aqui é para 3I. Entdo (...« ...« ...) é uma formula
contendo o nome w, e A(...6 ...« ...) é uma férmula obtida ao subs-
tituir uma ou mais instincias do nome « pelo nome 6. Linhas m
e n podem ocorrer em qualquer ordem, e niao precisam estar perto,
mas sempre citaremos o enunciado de identidade primeiro. Simetri-
camente, n6s permitimos:

m|a==0
n | dA(..6...6..)
A(...a...6...) =Em, n

Esta regra é as vezes chamada de lei de Leibniz, depois de Gottfried
Leibniz.

Para ver as regras em a¢ao, provaremos alguns resultados rapidos.
Primeiro, provaremos que a identidade é simétrica:
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1

2 =I

3 =E 1, 2
4 la=b—>b=a —I11-3
5 |Vy(a=y—>y=a) VI 4

6 | VxVy(x=y - y=x) VIb

Obtemos a linha 3 ao substituir uma instancia de ‘e’ na linha 2 por
uma instancia de ‘0’; isso € justificado dado que ‘a = 4’
Segundo, provaremos que a identidade é transitiva:

1 a=bAb=c

2 a=b AE 1
3 b=c¢ AE 1
4 a=c¢ =E 2, 3
5|(a=bAb=¢c)—>a=c —I1-4
6 |Vz((a=bAb=2) > a=2) V15

7 | VyVz((a=yAy=2) > a=z) VI 6

8 | VaVyVaz((x =y Ay=2) > x=2) VI7

Obtemos a linha 4 ao substituir ‘4’ na linha 3 por ‘a’; isso é justificado
dado que ‘a =&’

Exercicios Praticos

A. Forneca uma prova de cada afirmacao.

P(@) v Q(8),0(b) = b= ¢,~P(a)  Q(c)
m=nVn=o0,A(n)+ A(m)V A(o)

Vx x =m,R(m,a) v x R(x,x)
VxVy(R(x,9) = x=y) F R(a,b) = R(b,a)
—dx—x =m+ VxVy(P(x) = P(y))

KAl i
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6. Ix J(x),Ix-J(x) FIxTy-x =y

7. Vx(x =n & M(x)),Vx(0O(x) vV -M(x)) + O(n)

8. Ix D(x),Vx(x = p < D(x)) + D(p)

9. EIx[(K(x) AVY(K(y) = x=y)) A B(x)],Kd + B(d)
10. + P(a) - Vx(P(x) V =x = a)

B. Mostre que as férmulas a seguir sio demonstravelmente equivalen-
tes:

e Ix([F(x) AVy(F(y) = x=y)] Ax =n)
* F(n) AVy(F(y) = n=y)

E, consequentemente, que ambas tém uma reivindicacdo decente de
simbolizar a sentenca portuguesa ‘Nick é o F’

C. Em §24, afirmamos que as seguintes sentencas sado simbolizagoes
logicamente equivalentes da sentenca portuguesa ‘ha exatamente um
F:

e Tx F(x) AVxVy[(F(x) A F(3) = x = ]
* Ix[F(x) AVY(F(p) = x = y)]
o xVy(F(y) & x=1y)

Mostre que elas sio todas demonstravelmente equivalentes. (Dica:
para mostrar que as trés sentencas sio demonstravelmente equivalen-
tes, é suficiente mostrar que a primeira prova a segunda, a segunda
prova a primeira e a terceira prova a primeira; pense sobre o motivo
disso).

D. Simbolize o seguinte argumento

Ha exatamente um F. Ha exatamente um G. Nada é ao
mesmo tempo F e G. Entdo: ha exatamente duas coisas
que sao ou F ou G.

E fornega uma prova disso.



CAPITULO 36

Regras
derivadas

Como nos casos da LVF, nés primeiro introduzimos algumas regras
para a LPO como basicas (em §32), e entdo adicionamos algumas
outras regras para conversao de quantificadores (de agora em diante,
CQ) em (in §34). De fato, as regras de CQ deveriam ser tratadas como
regras derivadas de §32. (O ponto aqui é como em §19). Aqui estd a
justificacdo para a primeira regra de CQ:;

1 | Vx-A(x)

2 dx A(x)

3 Alc)

4 -~A(¢) VE1

5 L -E 4, 3

6 1 JE 2, 3-5
7 | -3x A(x) -12-6

Here is a justification of the third CQ rule:
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1 | Ix—A(x)

2 Vx A(x)

3 -A(c)

4 A(c) VE 2

5 L -E 3, 4

6 1 JE 1, 3-5
7 | =Vx A(x) -12-6

Isso explica por que as regras de CQ) podem ser tratadas como deriva-

das. Justificacdes similares podem ser ofereceidas para as outras duas
regras CQ,

Exercicios Praticos

A. Ofereca provas que justifiquem a adi¢ao da segunda e quarta regras
de QC como regras derivadas.



CAPITULO 37

Prova e
semantica

Nos usamos duas diferentes catracas neste livro. Esta:
A1, 99,..., 9, 6

significa que ha alguma prova que comega com as assungoes

Aq,do,. .., 9, e termina com € (e nenhuma assunc¢io nao eliminada

além de 1,99, ...,9,). Essa é uma nocao prova-tesrica [proof-theoretic].
Por contraste, essa:

di,dy,. .., d, G

significa que nenhuma valoragao (ou interpretacao) torna todas as fér-
mulas de $fq,99,...,d, verdadeiras e 6 falsa. Isso se trata de atri-
buicoes de verdade e falsidade a sentencas. E uma nogdo semdntica.

Nao podemos enfatizar o suficiente que estas sdo nocdes diferentes.
Mas podemos enfatizar um pouco mais: Essas s@o nogdes diferentes

Uma vez que vocé tive internalizado este ponto, continue lendo.

Apesar de nossas nocdes semdanticas de prova-tedricas [proof
theoretic] serem diferentes, ha uma profunda conexao entre elas. Para
explicar esta conexdo, comecaremos considerando a relagdo entre tau-
tologias e teoremas.

Para mostrar que uma senten¢a é um teorema, vocé s6 precisa pro-
duzir uma prova. Certamente, pode ser dificil produzir uma prova de
vinte linhas, mas ndo é tao dificil verificar cada linha da prova e con-
firmar se ela é legitima; e se cada linha da prova individualmente é
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legitima, entdo toda a prova é legitima. Mostrar que uma sentenca é
uma tautologia, contudo, requer raciocinar sobre todas as interpreta-
coes possiveis. Dada uma escolha entre mostrar que uma sentenca é
um teorema e mostrar que é uma tautologia, seria mais facil mostrar
que € um teorema.

Por outro lado, para mostrar que uma sentenga ndo é um teorema
é dificil. Precisamos raciocinar sobre todas as provas (possiveis). Isso
¢ muito dificil. No entanto, para mostrar que uma sentenca nao € uma
tautologia, vocé precisa apenas construir uma interpretacio na qual a
sentenca é falsa. Certamente, pode ser dificil apresentar a interpreta-
¢dao; mas uma vez feito isso, é relativamente simples verificar qual o
valor de verdade que ela atribui a uma sentenca. Dada uma escolha
entre mostrar que uma sentenc¢a nao € um teorema e mostrar que nao
€ uma tautologia, seria mais facil mostrar que nao é uma tautologia.

Felizmente, uma sentenca é um teorema se e somente se ela for uma tauto-
logia. Como resultado, se fornecermos uma prova de o sem assungaes,
e entdo mostrarmos que ¢ é um teorema, i.e. + 9, poderemos legi-
timamente inferir que 9 € uma tautologia, i.e., 9. Similarmente,
se construirmos uma interpretacdo em que o é falsa e, consequente-
mente, mostrarmos que nao € uma tautologia, i.e. ¥ o, segue-se que o
nao é um teorema, i.e. ¥ 9.

De maneira mais geral, temos os seguintes resultados poderosos:

Ay, Ao, .. .,Sﬂn + 9B iff Aq,do,. . .,&qn E%B

Isso mostra que, enquanto a provabilidade [provability] e o acarre-
tamento [entailment] sio nocdes diferentes, elas sdo extensionalmente
equivalentes. Como tal:

e Um argumento € valido vdlido sse a conclusao pode ser provada a
partir das premissas.

* Duas sentencas sao logicamente equivalentes sse elas sao demons-
travelmente equivalentes.

 Sentencas sao satisfativeis sse elas nao sdo demonstravelmente in-
consistentes.

Por esse motivo, vocé pode escolher quando pensar em termos de pro-
vas e quando pensar em termos de valoragdes/interpretacoes, fazendo
o que for mais facil para uma determinada tarefa. A tabela na préxima
pagina resume qual (geralmente) é mais facil.
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E intuitivo que a demonstrabilidade e o acarretamento semantico
devem concordar. Mas—vamos repetir isso—nao deixe ser enganado
pela similaridade dos simbolos ‘£’ e ‘+’. Estes simbolos tém significados
bem diferentes. O fato de que a demonstrabilidade e o acarretamento
semantico concordarem nao é um resultado facil a se chegar.

De fato, provar que demonstrabilidade e acarretamento semantico
concordam é, de maneira bem decisivel, o ponto em que a légica in-
trodutoria se torna logica intermediaria.



290

CAPITULO 37. PROVA E SEMANTICA

os[eJ

9 9, 9 OIPpPepPIdA 9 Ys‘ ‘Tl sop
wn eped anb wa ogdejardioyur ewn Pp

:an .. .nwanﬁa
soodunsse sep oedipenuod ewmn aaoxd

SOJUIISJIP 9PEPIoA 9P SAIO[BA
w} §3 @ 5 onb we oegderardiojur ewm 9p

oI19p
-epI2A 9 J5 anb we oedejerdiojur ewm Pp

os[eJ 9 5 onb we oedejardisjur ewm 9p

oeN

9, 0BSN[OUO0D 9 "5 " " ‘TIs ‘I
soodunsse se wod eaoxrd ewm Qp

SOIOPePIdA OBs “s‘ " “CIs ‘s
op sopo} anb we oedejerdiojur ewm p

18 4 g5 ered

ewn 9 g5 4 § ered eum ‘seaoxd senp 9p
= 4 ensow anb eao1xd ewn 9p

18 4 ensow anb eaoxd eum 9p

wig

{OPIBA D 9, " P Uil

JSTOAT)RJSTIES UL
-ejunfuod oes “p‘ Tl

isajuaeambo oes g5 0 15

joedpenuod ewmn 9 5

JerSorone) eum 9 5



PARTE Vil

Logica modal



CAPITULO 38

Introducdo a
logica modal

A l6gica modal (LM) é a logica das modalidades, maneiras pelas quais
um enunciado pode ser verdadeiro. Necessidade e possibilidade sio duas
de tais modalidades: um enunciado pode ser verdadeiro, mas ele tam-
bém pode ser necessariamente verdadeiro (verdadeiro independente-
mente de como o mundo possa ser). Por exemplo, verdades logicas
nao sdo verdadeiras por causa de alguma caracteristica acidental do
mundo, mas sdo verdadeiras aconteca o que acontecer. Um enunciado
possivel pode nao ser atualmente verdadeiro, mas ele poderia ter sido
verdadeiro. Usamos O para expressar necessidade e ¢ para expressar
possibilidade. Entdo, vocé pode ler Ol como E necessariamente o caso
que s, e Ol como E possivelmente o caso que 9.

Ha varios tipos diferentes de necessidade. E humanamente impos-
sivel, para mim, correr a 160okm/h. Dados os tipos de criaturas que
somos, nenhum humano poderia fazer isso. Mas, ainda assim, nao
€ fisicamente impossivel que eu corra tao rapido assim. Nos ainda nao
temos a tecnologia para fazer isso, mas certamente é fisicamente possi-
vel trocar minhas pernas biolégicas por pernas robéticas que poderiam
correr a 160km/h. Por outro lado, é fisicamente impossivel, para mim,
correr mais rapido que a velocidade da luz. As leis da fisica proibem
qualquer objeto de acelerar a essa velocidade. Mas mesmo isso nio é
logicamente impossivel. Nao é uma contradi¢ao imaginar que as leis da
fisica poderiam ter sido diferentes, e que elas poderiam ter permitido
objetos a se moverem mais rapido que a luz.
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Com qual tipo de modalidade a LM lida? Zodas elas! A LM é uma
ferramenta muito flexivel. Comegamos com um conjunto basico de
regras que governam o 0 e o <, e entdo adicionamos mais regras para
se adequar ao tipo de modalidade em que estivermos interessados. De
fato, a LM é tao flexivel que n6s nem ao menos precisamos pensar em
O e & como expressando necessidade e possibilidade. Poderiamos, em
vez disso, ler O como expressando demonstrabilidade [provability], de
maneira que Od signifique ¢ demonstrdvel que A, e O signifique ndo
¢ refutdvel que 9. Similarmente, podemos interpretar O como signifi-
cando S sabe que A ou S acredita que A. Ou poderiamos ler O como
expressando obriga¢io moral, de maneira que Od signifique ¢ moral-
mente obrigatorio que i, e Odl signifique E moralmente permissivel que
d. Tudo o que precisariamos fazer é preparar as regras corretas para
estas diferentes leituras de O e <.

Uma férmula modal é uma que inclui operadores modais como O
e ©. Dependendo da interpretacdo que for atribuida a O e ¢, dife-
rentes formulas modais serdo demonstraveis ou validas. Por exemplo,
09 — 04 poderia dizer que “se o é necessario, entdo é verdadeiro,”
se O fosse interpretado como necessidade. Pode expressar “se o é
conhecido, entdo é verdadeiro,” se O expressar verdade conhecida.
Sob ambas as interpretacoes, 04 — o é valido: Todas as proposi-
cOes necessarias sdo verdadeiras aconteca o que acontecer, entao sao
verdadeiras no mundo atual. E se uma proposicdo é sabida ser ver
dadeira, entdo ela tem que ser verdadeira (nao se pode saber de algo
que é falso.) Contudo, quando O é interpretado como “acredita-se que”
ou “deve [it ought] ser o caso que,” 04 — o nao é valido: Podemos
acreditar em proposicoes falsas. Nem toda proposicdo que deve ser
verdadeira é de fato verdadeira, e.g., “Todo assassino deve ser levado
a justica”. Isso deve ser verdadeiro, mas nao é.

Consideraremos diferentes tipos de sistemas de LM. Eles diferem
nas regras de prova permitidas, e na semdntica que usamos para defi-
nir nossas nogdes logicas. Os diferentes sistemas que consideraremos
sao chamados K, T, S4, e S5. K é o sistema basico; tudo que é valido
ou demonstravel em K também é demonstravel nos outros. Mas ha
algumas coisas que K nao prova, como a formula 04 — A. Entao,
K nao é uma légica modal apropriada para a necessidade e possibili-
dade (onde 04 — A deveria ser demonstravel). Isso é demonstravel
no sistema T, entdo T é mais apropriado quando lidamos com neces-
sidade e possibilidade, mas menos apropriado quando lidamos com
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crenca ou obrigacdo, uma vez que 09 — o ndo deveria ser (sempre)
demonstravel. Talvez o melhor sistema de LM para necessidade e pos-
sibilidade, e em qualquer caso o mais amplamente aceito, seja o mais
forte dos sistemas que consideraremos, o S5.

38.1 A linguagem da ML

Para fazermos légica modal, temos que fazer duas coisas. Primeiro,
queremos aprender como provar as coisas na LM. Segundo, queremos
ver como construir interpretacdes para a LM. Mas antes que possamos
fazer essas coisas, precisamos explicar como construir sentencas na
LM.

A linguagem da LM é uma extensdo da LVF. Poderiamos ter come-
cado com a LPO, o que nos daria a l6gica modal quantificada (LMQ).
A LMQ ¢é muito mais poderosa que a LM, mas também ¢é muito, muito
mais complicada. Entdo, vamos manter as coisas simples e comegar
com a LVF.

Assim como a LVF, a LM comec¢a com um estoque infinito de dto-
mos. Eles sdo escritos com letras maiusculas, com ou sem subscri¢coes
numéricas: 4, B, ... A1, Bi, ...Entao, tomamos todas as regras sobre
como fazer sentencas na LVF, e adicionamos duas mais para 0O e <:

(1) Todo atomo da LM é uma sentenca da LM.
(2) Se d é uma sentenca da LM, entdo —sf é uma sentenca da LM.

(3) Se o e % sdo sentencas da LM, entdo (o A %) é uma sentenca
da LM.

(4) Se of e B sdo sentencas da LM, entdo (sl V 9B) é uma sentenca
da LM.

(5) Se o e B sdao sentencas da LM, entdo (o — %) é uma sentenca
da LM.

(6) Se o e A sdo sentencas da LM, entdo (o < %) é uma sentenca
da LM.

(7) Se d é uma sentenca da LM, entao O é uma sentenca da LM.

(8) Se o é uma sentenca da LM, entdo ¢ € uma sentenga da LM.
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(9) Nada mais € uma sentenca da LM.
Aqui estdo alguns exemplos de sentencas da LM:

A, PvQ, 04, CvoD, oo(4 — R), OO(SA(Z « (W v <$0)))



CAPITULO 39

Deducado
natural para
LM

Agora que sabemos como fazer sentencas na LM, podemos ver como
provar coisas na LM. Usaremos + para expressar demonstrabilidade
[provability]. Entao, dq,do,...d, + € significa que 6 pode ser pro-
vado a partir de d1,dy,...d,. Contudo, veremos um nimero de di-
ferentes sistemas da LM, entdo sera util adicionar um subscrito para
indicar o sistema em que estamos trabalhando. Entao, por exemplo,
se quisermos dizer que podemos provar G a partir de 1,9y, ... d, no
sistema K, escreveremos: 9d1,9ds,...d, gk 6.

39.1 Sistema K

Comecgamos com um sistema particularmente simples chamado K, em
honra ao filésofo e l6gico Saul Kripke. K inclui todas as regras de
deducdo natural da LVF, incluindo as regras derivadas e as basicas. K
entdo adiciona um tipo especial de subprova, mais duas regras basicas
para 0.

O tipo especial de subprova parece com uma subprova comum,
exceto que ela tem um O em sua linha de assun¢do em vez de uma fér-
mula. Podemos chama-las de subprovas estritas—elas permitem racioci-
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nar e provar coisas sobre possibilidades alternativas. O que podemos
provar dentro de uma subprova estrita vale em qualquer possibilidade
alternada, em particular, em possibilidades alternativas em que as as-
sung¢bes em vigor em nossa prova podem nao valer. Em uma subprova
estrita, todas as assunc¢des sao desconsideradas, e nés nao temos per-
missdo para apelar a quaisquer linhas fora da subprova estrita (exceto
conforme permitido pelas regras modais dadas abaixo).

A regra OI nos permite derivar uma férmula 04 se pudermos deri-
var ¢ dentro de uma subprova estrita. E o nosso método fundamental
de introduzir O em subprovas. A ideia basica é simples o suficiente: se
9 é um teorema, entdo O deve ser um teorema também. (Lembre-
se que chamar ¢ de teorema é dizer que nés podemos provar 9 sem
necessitar de qualquer assunc¢iao nao eliminada.)

Suponha que vocé queira provar 0(4 — A). A primeira coisa que
precisamos fazer é provar que 4 — 4 é um teorema. Vocé ja sabe
como fazer isso usando a LVF. Basta apresentar uma prova de 4 — 4
que nao comega com qualquer premissa, assim:

1 A
2 A R1
3|4—-4 -—I1-2
Mas, para aplicar OI, precisamos provar a férmula dentro de uma

subprova estrita. Uma vez que nossa prova de 4 — 4 nao faz o uso
de qualquer assuncdo, isso é possivel.

1 O

2 _A

3 A R 2

4 A— A —I2-3
5 10Ad4—-4) oll+4
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m O
n A
m] ol m—n

Nenhuma linha acima m pode ser citada por qualquer regra
dentro da subprova estrita que comegou na linha m a menos
que a regra explicitamente permita isso.

E essencial enfatizar que na subprova estrita vocé nao pode usar
qualquer regra que apela a qualquer coisa que vocé provou fora da
subprova estrita. Ha excecdes, e.g., a regra OE abaixo. Estas regras
vao explicitamente dizer que elas podem ser usadas dentro de sub-
provas estritas e citar linhas fora da subprova estrita. Esta restricao
é essencial, do contrario teriamos resultados terriveis. Por exemplo,
poderiamos oferecer a seguinte prova para justificar 4 .". 04:

1|4

2 _E]

3 A uso incorreto de R 1
4 | 04 ol 2-3

Esta ndo é uma prova legitima, porque na linha 3 nés apelamos para
a linha 1, mesmo apesar de a linha 1 vir antes do comeco da subprova
estrita da linha 2.

Dissemos anteriormente que uma subprova estrita nos permite ra-
ciocinar sobre situac¢des possiveis alternativas arbitrarias. O que pode
ser provado em uma subprova é valido em todas as situa¢des possiveis
alternativas, e o mesmo vale para a necessidade. E esta a ideia por tras
da regra OI. Por outro lado, se n6s assumimos que algo é necessario,
n6s assumimos, com isso, que isso é verdadeiro em todas as situagoes
possiveis alternativas.
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n ol oE m

OE pode ser aplicada apenas se a linha m (contendo 0OA) esta
fora da subprova estrita em que a linha z esta, e esta subprova
estrita ndo faz ela propria parte da subprova estrita que nao
contém m.

OE te permite asserir 9/ dentro de uma subprova estrita se vocé
tiver Od fora da subprova estrita. A restricao significa que vocé sé
pode fazer isso na primeira subprova, vocé nao pode aplicar a regra OE
dentro de uma subprova estrita aninhada. O seguinte nao € permitido:

od
O

O

= W N

4  uso incorreto de OE 1

O uso incorreto de OE na linha 4 viola a condi¢ao, porque apesar de a
linha 1 estar fora da subprova estrita em que a linha 4 est4, a subprova
estrita contendo a linha 4 esta dento da subprova estrita que comeca
na linha 2, que nio contém a linha 1.
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Comecemos com um exemplo.

1 | o4

2 | OB

3 O

4 7 oE1

5 B oE 2

6 AANB AL 4,5
7 |0AdAB) ol3-7

Podemos também misturar subprovas regulares e subprovas estritas:

1 | od—-B)

2 (mpZ|

3 m]

4 7 OE m

5 A—B @DE1

6 B —E4,5
7 oB

8 | o4 —» OB —I2-7

Isso é chamado de Regra da Distribui¢do, porque ela diz que O ‘distribui’
sobre —.

As regras 0OI e OE parecem simples o suficiente, e de fato K é um
sistema muito simples! Mas K é mais poderoso do que vocé pode ter
pensado. Vocé pode provar algumas coisas nele.

39.2 Possibilidade

Na ultima subsecdo, vimos todas as regras basicas para K. Mas vocé
pode ter percebido que todas essas regras sao sobre necessidade, O, e
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nenhuma delas € sobre possibilidade, ¢. Isso ocorre porque podemos
definir possibilidade em termos de necessidade:

l od =df —-0-d

Em outras palavras, dizer que o é possivelmente verdadeiro é dizer
que 9 ndo ¢ necessariamente falso.

m | -O-d

od Def& m

m | oA

-0-d Def&o m

Importante, vocé nao deveria pensar nessas regras como qualquer
adicao real a K: elas apenas lembram como o ¢ é definido em termos
de O.

Se quiséssemos, poderiamos deixar nossas regras para K aqui.
Mas seria util adicionar algumas regras de Conversdo Modal, que nos
dao mais alguns meios de alternar entre O e ¢:
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m -0d

O-=dAd  MCm
m | O-d

-0d MCm
m | =od

o-d MCm
m | O-dA

oo MC m

Estas regras de Conversao Modal também nao sdo uma adicao ao
poder de K, porque elas podem ser derivadas das regras basicas, junto
com a defini¢do de <.

No sistema K, usando Defd (ou as regras de conversao modal),
alguém pode provar ¢4 < —0O-4. Ao projetar o sistema K, comeca-
mos com O como nosso simbolo modal primitivo, e entdo definimos
¢ em termos dele. Mas se tivéssemos preferido, poderiamos ter come-
cado com ¢ como nosso primitivo, e entdo definido O como se segue:
o9 =4y =O-d. Nao ha, entdo, qualquer sentido em que a necessidade
é de alguma maneira mais fundamental que a possibilidade. Necessi-
dade e possibilidade sdo no¢des exatamente tdo fundamentais quanto
as outras.

39.3 Sistema T

Até entdo, focamos em K, que é uma ferramenta modal muito simples.
K é tao fraco que ele nem mesmo nos deixa provar o a partir de Od.
Mas se estivermos pensando em O como expressando necessidade, entao
quereremos poder fazer a seguinte inferéncia: se 9 é necessariamente
verdadeiro, entio certamente deve ser verdadeiro!

Isso nos leva a um novo sistema, T, que obtemos ao adicionar a
seguinte regra a K:
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m | Od
n | A RT m

A linha 7, onde a regra RT é aplicada, ndo pode estar em uma
subprova estrita que comeca depois da linha m.

A restricao na regra T é de certa forma o oposto da restricao em
OE: vocé pode apenas usar OE em uma subprova estrita aninhada, mas
vocé nao pode usar T em uma subprova estrita aninhada.

Podemos provar coisas em T que ndo poderiamos provar em K,
e.g., 04— A.

39.4 Sistema S4

T nos permite eliminar as caixas de necessidade: de Od, pode-se in-
ferir . Mas e se quiséssemos adicionar caixas extras? Isto é, e se
quiséssemos ir de Od até OO0sd? Bem, isso ndo seria um problema, se
tivermos provado Od ao aplicar OI a uma subprova estrita de o, que
nao usa OE. Nesse caso, o/ é uma tautologia, e ao aninhar uma sub-
prova estrita dentro de outra subprova estrita e aplicar OI novamente,
podemos provar O0d. Por exemplo, poderiamos provar OO0(P — P)
assim:

P R3
P—-P —I 34

o(P—->P) ol2-5

N S oA W0 N

oa(P — P) ol 1-6

Mas e se n6s nao provassemos Od desse jeito restrito, mas usassemos
OE dentro da subprova estrita de 9? Se colocarmos aquela subprova
estrita dentro de outra subprova estrita, entdo os requerimentos da
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regra OE, de ndo citar uma linha contendo Od que estd em outra sub-
prova estrita que ainda nao foi concluida, sao violados. Ou, e se Od
fosse apenas uma assungao com a qual comegamos nossa prova? Pode-
riamos entdo inferir 0O04? Nao em T, ndo podemos. E isso pode pare-
cer para vocé uma limitacdo de T, pelo menos se estivermos lendo o O
como expressando necessidade. Parece intuitivo que se 9 for necessari-
amente verdadeiro, entdo nao poderia falhar em ser necessariamente
verdadeiro.

Isso nos leva a outro novo sistema, S4, que obtemos ao adicionar
a seguinte regra a T:

m | Od
O

n Ood R4 m

Note que R4 pode apenas ser aplicada se a linha m (contendo
04) estiver fora da subprova estrita em que a linha 7z esta, e
esta subprova estrita ndo € ela propria parte de uma subprova
estrita ndo contendo n.

A regra R4 se parece com OE, exceto pelo fato de que em vez de
produzir o a partir de Od, ela produz Od dentro de uma subprova
estrita. A restricio é a mesma, porém: R4 nos permite “importar”
O4 em uma subprova estrita, mas nio em uma subprova estrita que
esteja aninhada dentro de uma subprova estrita. Contudo, se isso é
necessario, uma aplicacdo adicional de R4 teria o mesmo resultado.

Agora, podemos provar ainda mais resultados. Por exemplo:

1 o4

2 O

3 Y| R41

4 oo4 ol 2-3
5| 04—o0d4 —-I11-6

De maneira similar, podemos provar ¢4 — <¢A4. Isso nos mostra
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que assim como nos deixa adicionar caixas extras, S4 nos deixa deletar
diamantes extras: de O Odl, pode-se sempre inferir Gof.

39.5 Sistema S5

Em S4, podemos sempre adicionar uma caixa em frente de outra caixa.
Mas S4 nao nos deixa automaticamente adicionar uma caixa em frente
de um diamante. Ou seja, S4 geralmente ndo permite a inferéncia de
Od para O0Od. Mas, novamente, isso pode parecer uma deficiéncia,
pelo menos se vocé estd lendo O e & como expressando necessidade
e possibilidade. Parece intuitivo que se 9 é possivelmente verdadeiro,
entdo ela ndo poderia ter falhado em ser possivelmente verdadeiro.

Isso nos leva ao nosso sistema modal final, S5, que obtemos ao
adicionar a seguinte regra a S4:

m -0d
O

n -0d Rbom

A regra R5 pode ser aplicada apenas se a linha m (contnedo
—-0Od) estiver fora da subprova estrita em que a linha 7 esta, e
esta subprova estrita ndo é ela prépria parte de uma subprova
estrita ndo contendo a linha m.
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Esta regra nos permite mostrar, por exemplo, que ¢0OA4 Fg5 O4:

1| oo4d

2 | -O0-04 Defé¢ 1
3 -04

4 m|

5 -04 R53

6 o-04 ol 4-5
7 1 -E 2,6
8 | o4 IP 3-7

Entio, assim como adicionar caixas em frente de diamantes, tam-
bém podemos deletar diamantes em frente de caixas.

Obtemos S5 apenas adicionando a regra R5 a S4. De fato, pode-
riamos ter adicionado a regra R5 a T sozinho, e deixado de fora a
regra R4). Tudo que podemos provar com a regra R4 também pode
ser provado usando RT junto com R5. Por exemplo, aqui estd uma
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prova que mostra 04 +s5 004 sem usar R4:

©C 0 NN O g W N

L
w N R o

14

04

O-04

-04
-0-04

-04

-0-04

1

04

ood

RT 2
-E1,3
-1 24

R5 7

ol 8-9
R5 5

-E 10, 11
IP 7-12
ol 6-13

S5 é estritamente mais forte que S4: ha coisas que podem ser provadas
em S5, mas ndo em S4 (e.g., 04 — 0O4).

O ponto importante sobre S5 pode ser colocado assim: se vocé tem
uma longa cadeia de caixas e diamantes, em qualquer combinagao,
vocé pode deletar todas exceto a ultima delas. Entao, por exemplo,
<0 <¢o0o04 pode ser simplificado a apenas OA.

Exercicios Praticos

A. Fornega provas para o seguinte:

1. O(4AAB) +rx OA AOB
2. OAAOB g O(AAB)
3. OAvOBrg O(AV B)
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4. O(A & B) rx 04 < OB
B. Fornega provas para o seguinte (sem usar Conversao Modal!):

1. ~OA4 +g O—-4
2. O—A+g ~OA
3. -OA g O-4
4. O-Arg 704

C. Forneca provas para o seguinte (e agora sinta-se livre para usar
Conversao Modal'):

1. 0(4 — B),0Ark OB
2. 04 FK -4
3. =0-4 g 04

D. Fornega provas para o seguinte:

1. Prr OP
2. +t (AAB)V (-~04V -OB)

E. Forneca provas para o seguinte:

1. 0(od — B),0(oB — C),04 +s4 0OC
2. OA+ge O(OA4 V B)
3. OCA gy OA

F. Fornega provas em S5 para o seguinte:

1. =0-4,0B g5 O(CA A OB)
2. Args OCA
3. OOCAtkrss OA



CAPITULO 40

Semdntica para

Até entdo, focamos em estabelecer varios sistemas de dedu¢do natural
para a LM. Agora, veremos a semdntica para a LM. Uma semantica
para uma linguagem é um método para atribuir valores verdade a
sentencas dessa linguagem. Entdo, uma semantica para a LM é um

método para atribuir valores verdade a sentencas da LM.

40.1 Interpretacdes da LM

A grande ideia por tras da semantica da LM é essa. Na LM, sentencas
nao sao apenas verdadeiras ou falsas e ponto final. Uma sentenca é
verdadeira ou falsa em um dado mundo possivel, e uma mesma sentenca
pode ser verdadeira em alguns mundos e falsa em outros. Dizemos,
entdo, que Od é verdadeiro sse o é verdadeiro em fodo mundo, e odf
é verdadeiro sse 9 é verdadeiro em a/gum mundo.

Essa é a grande ideia, mas precisamos refina-la e torna-la mais
precisa. Para fazer isso, precisamos introduzir a ideia de interpretacio
da LM. A primeira coisa que vocé precisa incluir em uma interpretacao
€ uma colecdo de mundos possiveis. Agora, a essa altura vocé poderia
perguntar: O que exatamente é um mundo possivel? A ideia intuitiva
€ que um mundo possivel é outra maneira que esse mundo poderia
ter sido. Mas o que exatamente isso significa? Essa é uma excelente
questdo filosofica, e n6s a veremos com muitos detalhes mais tarde.
Mas nao precisamos nos preocupar muito sobre isso agora. No que
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diz respeito a logica formal, mundos possiveis podem ser qualquer
coisa que vocé quiser. Tudo o que importa é que vocé forneca cada
interpretacdo com uma cole¢io nao vazia de coisas classificadas como
MUNDOS POSSIVEIS.

Uma vez que vocé escolheu sua cole¢do de mundos possiveis, vocé
precisa encontrar alguma forma de deteminar quais sentencas da LM
sao verdadeiras em quais mundos possiveis. Para fazer isso, precisa-
mos introduzir a nogao de fun¢ao de valoragio. Aqueles que estudaram
algo de matematica ja estardo familiares com a ideia geral de uma
funcao. Mas para aqueles que ndo estudaram, uma funcdo é uma ne-
tidade matematica que mapeia argumentos a valores. Isso pode soar
um pouco abstrato, mas alguns exemplos familiares ajudarao. Consi-
dere a funcdo x + 1. Essa é uma fun¢ao que toma um nimero como
argumento e entdo retorna o préximo ntimero como valor. Entao, se
vocé introduzir o nimero 1 como argumento, a fun¢ao x +1 retornara
o nimero 2 como valor; se vocé introduzir 2 como argumento, ela re-
tornara 3; se vocé introduzir 3, ela retornara 4 ... Ou, aqui esta outro
exemplo: a funcdo x + y. Dessa vez, vocé deve introduzir dois argu-
mentos nessa func¢io se vocé quiser que ela retorne um valor: se vocé
introduzir 2 e 3 como argumentos, ela retornara 5; se vocé introduzir
1003 e 2005, ela retornara 3008; e assim por diante.

Uma fun¢ao de valoragao para a LM toma uma sentenca e um
mundo como seus argumentos, e entao retorna um valor verdade como
valor. Entao, se v é uma funcao de valoracao e w é um mundo possivel,
Vi (o) € o valor verdade que v mapeia a o e w: se v, (d) = F, entao o é
falso no mundo w na valoragio v; se v, () = T, entdo 9 é verdadeiro
w na valoracdo v.

Essas func¢oes de valoragdo podem mapear qualquer sentenca até-
mica a qualquer valor verdade em qualquer mundo. Mas ha algumas
regras sobre quais valores verdade sentencas mais complexas obtém
em um mundo. Aqui estdo as regras para os conectivos da LVF:

(1) V(=) =T sse: vy(d) = F
(2) Ve(AANB)=T sse: v (A) =T e v, (B)=T
(3) V(A V B) =T sse: vp(d) =T ou vy,(PB) =T, ou ambos

(4) v(sd —> B) =T sse: vy(d) = F ou vy, (B) = T, ou ambos
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(5) v(d & B) =T sse: vp(A) =T and v, (B) =T, ou vy (A) = F
e Vp(RB)=F

Até entdo, essas regras devem ser todas bem familiares. Essen-
cialmente, elas funcionam exatamente como as tabelas verdade para
LVF. A tnica diferenca é que essas regras de tabelas verdade devem
ser aplicadas repetidamente, em um mundo de cada vez.

Mas quais sdo as regras para os novos operadores modais, O e &?
A ideia mais 6bvia seria a de dar regras como essas:

ve(Od) =T sse V' (v () =T)
Vi (OA) =T sse Jw' (v (A) =T)

Esta é apenas a maneira formal chique de escrever a ideia de que Od é
verdadeiro em w s6 no caso de o ser verdadeiro em fodo mundo, e OA
é verdadeiro em w s6 no caso de 9 ser verdadeiro em algum mundo.

Contudo, apesar de essas regras serem legais e simples, elas nao
sao tao uteis quando gostariamos. Como mencionamos, a LM deve ser
uma ferramenta bem flexivel. Ela deve ser uma estrutura geral para
lidar com varios de diferentes tipos de necessidade. Como resultado,
queremos que nossas regras semanticas para O e ¢ sejam um pouco
menos rigidas. Podemos fazer isso ao introduzir outra nova ideia:
relagdes de acessibilidade.

Uma relagdo de acessibilidade, R, é uma relacio entre mundos
possiveis. Grosseiramente, dizer que Rwjwy (em portugués: o mundo
w1 acessa o mundo wy) € dizer que wy é possivel relativo a wy. Em ou-
tras palavras, ao introduzir relaces de acessibilidade, nés tornamos
possivel a ideia de que um dado mundo pode ser possivel relativo a
alguns mundos, mas ndo a outros. Ela se torna uma ideia muito fru-
tifera ao se estudar sistemas modais. Podemos agora dar as seguintes
regras semanticas para O e O:

(6) Vi, (OA) =T e Vwa(Rwiwy — vy, () =T)
(7) Vw1(<>91) =Te EwQ(Rwle A Vi, (91) = T)

Ou, em portugués simples: O é verdadeiro no mundo w; sse o é
verdadeiro em todo mundo que é possivel relativo a w;; e Od é verda-
deiro no mundo w; sse 4 é verdadeiro em algum mundo que é possivel
relativo a w;.
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Entdo, ai estd. Uma interpretacdo para a LM consiste em trés coi-
sas: uma cole¢do de mundos possiveis, W; uma relacdo de acessibili-
dade, R; e uma funcao valoragao, v. A cole¢ao de ‘mundos possiveis’
pode realmente ser uma cole¢ao de qualquer coisa que vocé quiser.
Realmente ndo importa, contanto que W nao seja vazio. (Para muitos
propésitos, é util apenas tomar uma cole¢ao de ntimeros para ser sua
colecdo de mundos possiveis). E, para agora, pelo menos, R pode ser
qualquer relacdo entre mundos em W que vocé quiser. Poderia ser
uma rela¢do que todo mundo em W teria com todo mundo em W, ou
uma que nenhum mundo teria com nenhum mundo, ou qualquer coisa
entre os dois. E, por fim, v pode mapear qualquer senten¢a atomica
da LM a qualquer valor verdade em qualquer mundo. Tudo o que im-
porta é que ele siga as regras (1)—(7) quando se trata de frases mais
complexas.

Vamos ver um exemplo. E frequentemente 1til apresentar interpre-
tacoes da LM como diagramas, como este:

Cl 2

A -4

-B B

Aqui esta como ler a interpretacido desse diagrama. Ele contém ape-
nas dois mundos, 1 e 2; As setas entre os mundos indicam a relacido
de acessibilidade. Entdo 1 e 2 ambos acessam 1, mas nem 1 nem 2
acessam 2. As caixas em cada mundo nos deixam saber quais sen-
tencas atomicas sao verdadeiras em cada mundo: A4 é verdadeira em
1, mas falsa em 2; B é falsa em 1, mas verdadeira em 2. Vocé pode
apenas escrever uma sentenca atomica ou a negaciao de uma sentenca
atomica dentro de uma dessas caixas. Podemos descobrir qual valor
verdade as sentencas mais complexas obtém em cada mundo a partir
disso. Por exemplo, nessa interpretacao, todas as seguintes sentencas
sao verdadeiras em wy:

AAN-B, B— A, 0A, O0-B

Se vocé ndo gosta de pensar diagramaticamente, entdo vocé pode tam-
bém apresentar uma interpretacao assim:
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w: 1,2
R: (1,1),(2,1)
Vl(A) = T’VQ(B) = FeVQ(A) = F’VQ(B) =T

Vocé tera a chance de elaborar algumas interpretagcdes préprias em
breve, quando comecarmos a olhar para contra-interpretagaes.

40.2 Uma semantica para o sistema K

Podemos agora estender todos os nossos conceitos seménticos da LVF
para cobrir a LM:

> dq,dy,... A, .. 8 € MODALMENTE VALIDA sse nao ha um
mundo, em qualquer intepretacdo, em que dq,dy,...d,
sao todas verdadeiros e 6 é falso.

> o é uma VERDADE MODAL sse 9 é verdadeiro em todo
mundo, em toda interpretacao.

> ol é uma CONTRADICAO MODAL sse o é falso em todo
mundo, em toda interpretacao.

> o é MODALMENTE SATISFATIVEL sse o é verdadeiro em
algum mundo, em alguma interpretacao.

(A partir de agora, abandonaremos as qualifica¢cdes ‘modais’, pois
elas podem ser tomadas como lidas)

Podemos também estender nosso uso de k. Contudo, precisamos
adicionar subscritos novamente, assim como fizemos com +. Entio,
quando quisermos dizer que d1,dg,...d, .". € é valido, escrevere-
mos: Aq,99,...d, Ex 6.

Vamos entender melhor essa semdntica, apresentando algumas
contra-interpretacdes. Considere o seguinte enunciado (falso):

-4 g ~CA

Para apresentar uma contra-interpretacdo a este enunciado, precisa-
mos estabelecer uma interpretacao que torna -4 verdadeiro em algum
mundo w, e -0 falso em w. Aqui estd uma de tais interpretacdes,
apresentadas diagramaticamente:
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-4 A

E facil ver que isso funciona como uma contra-interpretagdo para
nosso enunciado. Primeiro, =4 é verdadeiro no mundo 1. E segundo,
-0 A é falso em 1: 4 é verdadeiro em 2, e 2 é acessivel a partir de 1.
Entao, ha alguns mundos nessa interpretacao em que -4 ¢ verdadeiro
e =0 A é falso, entdo nao é o caso que =4 kg —COA.

Por que escolhemos o subscrito K? Bem, acontece que ha uma
relacdo importante entre o sistema K e a definicdo de validade que
acabamos de dar; Em particular, temos os dois seguintes resultados:

> Se d1,949,...94, rk 6, entdo oAq,9dy,...d, Eg 6
> Se d1,99,...94, Exk 6, entdo dq,4dy,...d, Fg 6

O primeiro resultado é conhecido como corre¢go, uma vez que ele nos
diz que as regras de K sdo regras boas e corretas: se vocé pode justi-
ficar um argumento ao fornecer uma prova para ele usando o sistema
K, entdo esse argumento é realmente valido. O segundo resultado é
conhecido como completude, uma vez que ele nos diz que as regras de
K sao gerais o suficiente para capturar todos os argumentos validos:
se um argumento € valido, entao sera possivel oferecer uma prova em
K que o justifique.

Agora, uma coisa é enunciar esses resultados, outra é prova-los.
Contudo, ndo tentaremos prova-los aqui. Mas a ideia por tras da prova
de correcao talvez deixara mais claro como as subprovas estritas fun-
cionam.

Em uma subprova estrita, ndo temos permissao para fazer uso de
qualquer informacao de fora da subprova estrita, exceto o que importa-
mos da subprova estrita usando OE. Se assumimos ou provamos Od,
por OE, podemos usar o dentro de uma subprova estrita. E em K,
essa € a unica forma de importar uma férmula para dentro de uma
subprova estrita. Entao, tudo que pode ser provado dentro de uma
subprova estrita deve se seguir de formulas ¢/, onde fora da subprova
estrita n6s temos O9. Imaginemos que estamos raciocinando sobre o
que é verdadeiro em um mundo possivel em alguma interpretacao. Se
soubermos que 04 é verdadeiro nesse mundo possivel, nés sabemos
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que 4 é verdadeiro em todos os mundos acessiveis. Entdo, tudo que
for provado dentro de uma subprova estrita é verdadeiro em todos
os mundos possiveis acessiveis. Esse é o motivo de OI ser uma regra
correta.

40.3 Uma semantica para o sistema T

Ha alguns momentos, dissemos que o sistema K é correto e completo.
Onde isso leva os outros sistemas modais que vimos, a saber, T, S4
e S5? Bem, eles sdo todos incorretos [unsound], relativo a definicao de
validade que demos acima. Por exemplo, todos esses sistemas nos
permitem inferir 4 de 04, mesmo se 04 ¥x 4

Isso quer dizer que esses sistemas sio uma perda de tempo? De
forma alguma! Esses sistemas sao apenas incorretos [unsound] relativa-
mente & defini¢ao de validade dada acima. (Ou, para usar outros simbo-
los, eles sdo incorretos relativo a Fg.) Entao, quando estamos lidando
com esses sistemas modais mais fortes, precisamos apenas modificar
nossa definicio de validade para se encaixar. E ai onde as relagoes de
acessibilidade sao bem uteis.

Quando introduzimos a ideia de uma relacdo de acessibilidade,
dissemos que ela poderia ser qualquer relaciao entre mundos que vocé
quiser: vocé poderia té-la relacionando todo mundo a todo mundo,
nenhum mundo a nenhum mundo, ou qualquer coisa entre isso. E as-
sim que estavamos pensando em rela¢des de acessibilidade em nossa
definicdo de kg. Mas, se quiséssemos, poderiamos comecar a colocar
algumas restri¢des a relacdo de acessibilidade. Em particular, pode-
riamos insistir que ela tem que ser reflexiva:

> YwRww

Em portugués: todo mundo acessa a si mesmo. Ou, em termos de
possibilidade relativa: todo mundo é possivel relativo a si mesmo. Se
impudéssemos esta restricdo, poderiamos introduzir uma nova relacao
de consequéncia, kT, como se segue:

di,dy,...d, e € sse ndo ha um mundo possivel gue tem uma
relagdo de acessibilidade reflexiva, em qualquer interpretagao, em
que d1,dy,...d, sao todos verdadeiros e 6 € falso
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Né6s anexamos o subscrito T a F porque o sistema T é correto e
completo relativo a essa nova definicao de validade:

> Se d1,949,...94, +r 6, entao A1,49,... A, ET 6
> Se d1,49,...94, T 6, entdao Aq,49,... A, T 6

Como antes, nio tentarmos provar esses resultados de correcao e com-
pletude. Contudo, é relativamente facil ver o quao é necessario que
a relacdo de acessibilidade seja reflexiva para que a regra RT seja
justificada:

m | Od

o/} RT m

Para ver isso, apenas imagine tentando encontrar uma contra-
interpretacdo para esta afirmacao:

oA e A

Precisariamos construir um mundo, w, em que Od fosse verda-
deiro, mas of fosse falso. Agora, se Od é verdadeiro em w, entao o
deve ser verdadeiro em todo mundo que w acessa. Mas, uma vez que
a relacdo de acessibilidade é reflexiva, w acessa w. Entdo, 9l deve ser
verdadeiro em w. Mas, agora, 9 deve ser verdadeiro ¢ falso em w.
Contradigao!

40.4 Uma semantica para S4

De que outra maneira poderiamos ajustar nossa defini¢cao de validade?
Bem, poderiamos também estipular que a relacdo de acessibilidade
deve ser transitiva:

> Y VwoVws((Rwiwy A Rwows) — Rwiws)

Em portugués: se w; acessa wy, e wy acessa w3, entdo wi acessa ws.
Ou, em termos de possibilidade relativa: se w3 € possivel relativo a wj,
e wy € possivel relativo a wj, entdo w3 € possivel relativo a wq. Se adi-
cionarmos esta restri¢cao a nossa relacao de acessibilidade, poderemos
introduzir uma nova relagao de consequéncia, Fs4, como se segue:
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di,dy,...d, Es4 B sse nao ha um mundo que tem uma relagao
de acessibilidade reflexiva e transitiva, em nenhuma interpretacao,
em que Aq,dy,...d, sdo todos verdadeiros e G é falso

Né6s anexamos o subscrito S4 ao k porque o sistema S4 é completo
e consistente relativo a essa nova defini¢ao de validade:

> Se d1,949,...94, +s4 6, entao Aq1,o,...d, Fs4 6
> Se d1,949,... 94, £s4 6, entao A1,,... A, Fss 6

Como antes, ndo tentarmos provar esses resultados de correcio e
completude. Contudo, é relativamente facil ver o quio é necessario
que a relacdo de acessibilidade seja transitiva para que a regra RS4
seja justificada:

m | Od
O

od R4m

A ideia por tras de subprovas estritas, lembre-se, é que elas sdo for-
mas de provar coisas que devem ser verdadeiras em todos os mundos
acessiveis. Entdo, a regra R4 significa que sempre que Od for verda-
deiro, Od deve também ser verdadeiro em todo mundo acessivel. Em
outras palavras, devemos ter Od kg4 OO

Para ver isso, apenas imagine tentando encontrar uma contra-
interpretacao para esta afirmacao:

oOd ksq OOA

Precisariamos construir um mundo, w;, em que O fosse verda-
deiro, mas 009 fosse falso. Agora, se OO é falso em wq, entdo wq
deve acessar algum mundo, w9, em que O é falso. Da mesma forma,
se Od é falso em wg, entdao wg deve acessar algum mundo, w3, em que
ol é falso. Acabamos de dizer que w; acessa wsg, e wy acessa w3. Entao,
uma vez que estamos agora insistindo que a relacdao de acessibilidade
é transitiva, wq acessa w3. E, como O é verdadeiro em w1, e w3 é
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acessivel a w1, segue-se que 9 deve ser verdadeiro em w3. Emtao, 4 é
verdadeiro ¢ falso em ws. Contradi¢ao!

40.5 Uma semantica para S5

Vamos colocar mais uma restricio a relacdo de acessibilidade. Dessa
vez, vamos insistir que ela deva também ser simétrica:

> Y Vwy(Rwiwy — Rwowr)

Em portugués: se w1 acessa wy, entdo wg acessa wi. Ou, em termos
de possibilidade relativa: se wy é possivel relativo a wj, entdo w; é
possivel relativo a wy. Os l6gicos chamam que é reflexiva, simétrica e
transitiva de relacao de equivaléncia. Podemos agora definir uma nova
relacdo de consequéncia, kg5, como se segue:

di,dy,...d, Ess € sse ndo ha um mundo cuja relagao de acessi-
bilidade seja de equivaléncia, em nenhuma interpretacao, em que
Aq1,9,...94, sao todos verdadeiros e 6 é falso

No6s anexamos o subscrito S5 a F porque o sistema S5 é completo
e consistente relativo a essa nova definicio de validade:

> Se dAq1,99,...94, +s5 6, entao Aq1,9,...4, Es5 6
> Se dq1,99,...94, Es5 6, entao Aq1,,... A4, +ss 6

Como antes, nio tentarmos provar esses resultados de corre¢ao e com-
pletude. Contudo, € relativamente facil ver o quao é necessario que a
relacdo de acessibilidade seja de equivalécia para que a regra R5 seja
justificada:

m nfe]
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A regra diz que se 9 ndo é necessario, i.e., se é falso em algum
mundo possivel, ela também nao é necessaria em qualquer mundo
possivel acessivel, i.e., nés temos ~0Od +s5 O-0OdA.

Para ver isso, apenas imagine tentando encontrar uma contra-
interpretacdo para esta afirmacao:

04 Egs O-OA

Precisariamos construir um mundo, w1, em que ~0Od fosse verdadeiro,
mas O-0d fosse falso. Agora, se -Od é verdadeiro em w;, entdo w;
deve acessar algum mundo, wy, em que o é falso. Da mesma maneira,
se O-Od ¢é falso em w;, entdo w; deve acessar algum mundo,, w3, em
que -0 é falso. Uma vez que estamos agora insistindo que a relacao
de acessibilidade é uma relacao de equivaléncia, e, consequentemnete,
simétrica, podemos inferir que w3 acessa w;. Consequentemente, w3
acessa wi, e w1 acessa wy. Novamente, uma vez que estamos agora
insistindo que a relacdo de acessibilidade é uma relaciao de equivakén-
cia, e, consequentemente, transitiva, podemos inferir que w3 acessa
wy. Porém, mais cedo nos dissemos que —-Od é falso em w3, o que
implica que 9 é verdadeiro em todo mundo que w3 acessa. Emtao, 4
é verdadeiro ¢ falso em wy. Contradicao!

Na definicdo de kg5, estipulamos que a relacdo de acessibilidade
deve ser uma relacido de equivaléncia. Mas ha outra maneira de obter
uma nogao de validade que sirva para S5. Em vez de estipularmos que
a relacdo de acessibilidade é uma relacao de equivaléncia, podemos
estipular que ela é uma relacao universal:

> le\%ng w19

Em portugués: todo mundo acessa todo mundo. Ou, em termos de
possibilidade relativa: todo mundo é possivel relativo a todo mundo
possivel. Ao usarmos esta restricdo na relacao de acessibilidade, po-
deriamos ter definido Egs assim:

Ay, dy,...d, Ess 6 sse ndo ha um mundo cuja relacao de aces-
sibilidade seja universal, em nenhuma interpretacdo, em que
Aq1,9,...94, sao todos verdadeiros e 6 é falso

Se definirmos Egs assim, continuaremos tendo os mesmos resulta-
dos de correcdo e completude para S5. O que isso nos diz? Bem,
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isso significa que se estamos lidando com a nocdo de necessidade de
acordo com a qual fodo mundo é possivel relativo a todo mundo, en-
tio devemos usar S5. Além do mais, a maioria dos fil6sofos assume
que as nocdes de necessidade, com as quais eles estao preocupados,
como necessidade logica e necessidade metafisica, sao exatamente desse
tipo. Entdo, S5 é o sistema modal que a maioria dos fil6sofos usa na
maior parte do tempo.

Exercicios Praticos

A. Apresente contra-interpretagdes as seguintes sentencas falsas:

=P kg -OP

o(P v Q) ek oPvoQ
Eg —O(A4A A =A)

4. OAEx A

@ oM

B. Apresente contra-interpretacoes as seguintes sentencas falsas:

1. 04 Fs4 ooA
2. 0A,0(0A — B) kg4 OB

C. Apresente contra-interpretacdes as seguintes sentencas falsas:

1. oM — 0),oM =1 O
2. 04 er OO4

Leitura complementar

A logica modal é um grande subcampo da logica. Nés apenas arranha-
mos a superficie. Se vocé quiser aprender mais sobre sistemas modais,
aqui estdo alguns manuais que vocé pode consultar:

> Hughes, G. E., & Cresswell, M. J. (1996). 4 New Introduction to
Modal Logic, Oxford. Routledge.

> Priest, G. (2008). An Introduction to Non-Classical Logic, 2nd ed.,
Cambridge: Cambridge University Press.

> Garson, J. W. (2013). Modal Logic for Philosophers, 2nd ed., Cam-
bridge: Cambridge University Press.
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Nenhum desses autores formula seus sistemas de prova modal da
maneira que fizemos, mas a formulagao mais préoxima é dada por Gar-
son.



PARTE IX

Metateoria



CAPITULO 41

Formas
normais e
completude
expressiva

41.1 Forma Normal Disjuntiva

As vezes é ttil considerar sentencas de uma forma particularmente
simples. Por exemplo, podemos considerar senten¢as em que — ape-
nas se liga a féormulas atémicas, ou aquelas que sao combinagdes de
formulas atémicas e formulas atémicas negadas usando apenas o A.
Uma forma relativamente geral, mas ainda assim simples, é aquela
em que uma sentenca é a disjuncdo de conjung¢des de formulas atomi-
cas ou férmulas atdmicas negadas. Quando uma tal sentenca é cons-
truida, n6s comecamos com sentencas atOmicas, entdo (talvez) adi-
cionamos negagdes, entdo (talvez) combinamos com A, e finalmente
(talvez) combinamos usando V.

Vamos dizer que uma sentenga esta na FORMA NORMAL DISJUNTIVA
sse ela cumpre todas as seguintes condigdes:

(DNF1) Nenhum conectivo ocorre na sentenca além de negacdes, con-
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juncoes e disjungdes;
(pNF2) Toda ocorréncia da negacdo tem um escopo minimo (i.e. qual-
quer ‘—’ é imediatamente seguido de uma férmula atomica);
(DNF3) Nenhuma disjunc¢ao ocorre dentro do escopo de qualquer con-
juncao.

Entao, aqui estdo algumas sentencas na forma normal disjuntiva:

A

(AAN=BAC)

(AANB)V (AA-B)
(AANB)V(AANBACA-DA=E)
AV (C A—=Py3g A Pozg3 AQ)V —B

Note que nés quebramos aqui uma das maximas deste livro e Zem-
porariamente nos permitimos a empregar as convencdes relaxadas de
parénteses que permitem que conjuncdes e disjuncoes tenham um ta-
manho arbitrario. Essas convencdes farao fazem facil ver quando uma
sentenca estd na forma normal disjuntiva. Continuaremos tolerando
essas convencdes relaxadas, sem mais comentarios.

Para ilustrar melhor a ideia de forma normal disjuntiva, introduzi-
remos mais algumas notagdes. Esrevemos ‘+d’ para indicar que o é
uma sentenca atémica que pode ou nio estar precedida por uma ocor-
réncia de negacdo. Entdo, uma sentenca na forma normal disjuntiva
tem a seguinte forma:

(Fdi Ao ANV (EDia AL AEA ) VLV (g AL A )

Agora, sabemos o que significa uma sentenca estar na forma normal
disjuntiva. O resultado que estamos procurando é:

Teorema da Forma Normal Disjuntiva. Para qualquer sen-
tenca, ha uma sentenca na forma normal disjuntiva logicamente
equivalente.

Daqui em diante, abreviaremos ‘Forma Normal Disjuntiva’ por
‘FND’.
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41.2 Prova do teorema da FND via
tabelas-verdade

Nossa primeira prova do teorema da FND emprega tabelas-verdade.
Primeiro, ilustraremos a técnica para encontrar uma sentenca equi-
valente na FND, e entdo tornaremos esta ilustracio em uma prova
rigorosa.

Suponhamos que temos alguma sentenca, S, que contém trés sen-
tencas atomicas, ‘4’, ‘B’ e ‘C’. A primeira coisa a se fazer é completar
uma tabela verdade para §. Talvez n6s terminemos com isso:

A
N N R I IR
M E A A0
e e e e I B R %)

Por ocasiao, § é verdadeiro em quatro linhas de sua tabela verdade, a
saber, linhas 1, 3, 7 e 8. Correspondendo a cada uma dessas linhas,
escreveremos quatro sentencas, cujos unicos conectivos sao negagoes
e conjuncdes, onde cada negagao tem escopo minimo:

1. ‘ANBAC que é verdadeiro na linha 1 (e apenas 1a)
2. ‘AN-BAC que é verdadeiro na linha 3 (and only then)
3. “AAN-BAC que é verdadeiro na linha 7 (e apenas 1a)
4. ‘“AN=BA-C que é verdadeiro na linha 8 (e apenas 14)

Agora, combinamos todas essas conjunc¢ées usando V, assim:
(AANBAC)V(AAN=-BAC)V (mAAN-BAC)V (=AA-BA-C)

Isso nos da uma sentenca na FND que é verdadeira exatamente nessas
linhas onde um dos disjuntos é verdadeiro, i.e. ela é verdadeira nas (e
apenas nas) linhas 1, 3, 7 e 8. Entao, essa sentenca tem exatamente a
mesma tabela verdade que §. Entao, temos uma sentenca na FND que
é logicamente equivalente a §, que é exatamente o que queriamos!
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Agora, a estratégia que adotamos nao depende das especificidades
de S; ela é perfeitamente geral. Consequentemente, podemos usa-la
para obter uma prova simples do teorema da FND.

Escolha qualquer sentenca arbitraria, S, e seja dq,...,9, as sen-
tencas atdbmicas que ocorrem em §. Para obter uma sentenca na FND
que é logicamente equivalente a §, consideramos a tabela verdade de
S. Aqui estdo dois casos a serem considerados:

1. § ¢ falso em todas as linhas de sua tabela verdade. Entao, S é uma
contradi¢cdo. Neste caso, a contradicao (i) A —9f1) estd na FND
e é logicamente equivalente a S.

2. § ¢ verdadeiro em pelo uma linha de sua tabela verdade. Para cada
linha 7 da tabela verdade, seja 98; uma conjuncio da forma

(L AL A xAy)

onde as seguintes regras determinam se deve-se ou néo incluir
uma negacao na frente de cada sentenca atémica:

A € um conjunto [conjunct] de B; iff d,, é verdadeiro na linha i

-, é um conjunto de B; iff d,, € falso na linha i

Dadas estas regras, 9%; é verdadeiro na (e apenas na) linha i da
tabela verdade que considera todas as possiveis valora¢bes de
Aq,..., 94, (ie., a tabela verdade de §).

Em seguida, sejam iy, d, ..., i, 0s nameros de linhas da tabela
verdade em que S é verdadeiro. Agora, seja 9 a sentenca:

By VB,V ... VB

Uma vez que § é verdadeira em pelo menos uma linha de sua
tabela verdade, & é de fato bem-definida; e no caso limitante
em que § é verdadeira em exatamente uma linha de sua tabela
verdade, & é apenas %;,, para algum 1.

Por construcao, @ esta na FND. Além do mais, por construgao,
para cada linha i da tabela verdade: § é verdadeiro na linha i
da tabela verdade sse um dos disjuntos de & (a saber, %;) é ver-
dadeiro na, e apenas na, linha i. Consequentemente, § e & tém
o mesmo valor verdade, e entdo sdo logicamente equivalentes.
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Esses dois casos sdo exaustivos e, de qualquer forma, teremos uma
sentenca na FND que é logicamente equivalente a S.

Entdo, n6s provamos o Teorema da DNF. Antes de dizermos mais,
porém, devemos sinalizar imediatamente que estamos retornando a
definicdo austera de uma sentenca (LVF), segundo a qual podemos
assumir que qualquer conjungdo tem exatamente dois conjuntos [con-
Juncts] e qualquer disjuncdo possui exatamente dois disjuntos.

41.3 Forma Normal Conjuntiva

Até este capitulo, discutimos formas normais disjuntivas. Nao seria
uma surpresa ouvir dizer que ha também uma coisa como uma forma
normal conjuntiva (FNC).

A definicio de FNC é exatamente analoga a definicio de FND.
Entdo, uma sentenca estd na FNC sse ela cumpre todas as seguitnes
condicoes:

(cNF1) Nenhum conectivo ocorre na sentenca além de negacdes, con-
juncoes e disjuncoes;

(cNrF2) Toda ocorréncia da negagao tem um escopo minimo;

(cNF3) Nenhuma conjuncdo ocorre dentro do escopo de qualquer dis-
juncao.

De modo geral, entdo, uma senten¢a na FNC se parece com isso:
(zd1 V... VEd) A(zdipa V...V Edj) A A (Fd g VLV xdy)

onde cada o € uma sentenca atomica.
Podemos agora provar outro teorema da forma normal:

Teorema da Forma Normal Conjuntiva. Para qualquer sen-
tenca, ha uma sentenc¢a na forma normal conjuntiva equivalente.

Dada uma sentenca da LVF, §, comecamos escrevendo a tabela
verdade para S.

Se § € verdadeiro em toda linha da tabela verdade, entdo § e (41 vV
—dl1) sdo logicamente equivalentes

Se § é falsa em pelo menos uma linha da tabela verdade, entao,
para toda linha da tabela verdade onde § é falso, escreva uma disjun-
¢ao (s V...V +d,) que é falsa nessa (e apenas nessa) linha. Seja 6
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a conjuncao de todas esses trés disjuntos; por constru¢do, 6 esta na
FNC e S e 6 sdao logicamente equivalentes.

Exercicios Praticos

A. Considere as seguintes sentencas:

(A bl —|B)

—-(4A o B)

(—|A \Y —|(A A B))
(m(4A—>B)A(4—- ()

(=(AV B) & ((=C A—=A) — =B))
((=(AA=B) > C)A-(AAD))

S P

Para cada sentenca, encontre uma sentenca logicamente equivalente
na FND e uma na FNC.

41.4 A adequacido expressiva da LVF

Dos nossos conectivos, o — se liga a sentencas simples, e todos os ou-
tros se combinam exatamente com duas sentencas. Poderiamos tam-
bém introduzir a ideia de um conectivo n-ario. Por exemplo, poderia-
mos considerar um conectivo ternario, ‘0’ e estipular que ele deve ter
a seguinte tabela verdade caracteristica:

0(4,B,C)

o o o o
S N I e
M A R0

oo o

Provavelmente este novo conectivo nao corresponderia a qualquer sen-
tenca natural da lingua portuguesa (pelo menos nao da forma com que
‘A’ corresponde a ‘e’). Mas surge uma questao: se quiséssemos empre-
gar um conectivo com esta tabela verdade caracteristica, deveriamos
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adicionar um novo conectivo a LVF? Ou poderiamos conseguir isso
com os conectivos que nés jd temos?

Vamos tornar esta questdo mais precisa. Digamos que alguns co-
nectivos 30 CONJUNTAMENTE EXPRESSIVAMENTE ADEQUADOS $s¢, para
qualquer tabela verdade possivel, ha uma sentenca contendo apenas
aqueles conectivos com aquela tabela verdade.

O ponto geral é que, quando estamos armados com alguns conec-
tivos expressivamente adequados em conjunto, nenhuma tabela ver-
dade caracteristica estd além de nosso alcance. E, de fato, estamos
com sorte.

Teorema da adequagdo expressiva. Os conectivos da LVF
sdo expressivamente adequados em conjunto. De fato, os se-
guintes pares de conectivos sdo expressivamente adequados em

conjunto:
1. (_|, e (V,
2. ‘=7 e ‘N

3. ‘_|7 e ‘_),

Dada qualquer tabela verdade, podemos usar o método de provar
o teorema da FND (ou o da FNC) via tabelas verdade para escrever
um esquema que tem a mesma tabela verdade. Por exeplo, empre-
gando o método verdade para provar o teorema da FND, descobrimos
que os seguintes esquemas tém as mesmas tabelas caracteristicas que
©(4,B,(C) acima:

(AABA=C)V(AN-BAC)V (=AANBA=C)

Segue-se que os conectivos da LVF sdo expressivamente adequados em
conjunto.

Resultado Subsididrio 1: adequagao expressiva de =’ and Vv°. Observe
que o esquema que geramos, usando o método de tabela verdade de
provar o teorema da FND, contera apenas os conectivos ‘=, ‘A’ e ‘V’.
Entao, ele é suficiente para mostrar que ha um esquema equivalente
que contém apenas ‘=’ e ‘V’. Para mostrar isso, simplesmente consi-
deramos que

(AANB) e —(=dAdV-RB)

sao logicamente equivalentes.
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Resultado Subsididrio 2: adequagdo expressiva de =’ and ‘A’. Exata-
mente como no Resultado Subsidiario 1, faz-se o uso do fato de que

AVRB) e —(=dA-RB)

sao logicamente equivalentes..

Resultado Subsididrio 3: adequacao expressiva de =’ and —’. Exata-
mente como no Resultado Subsidiario 1, faz-se o uso dessas equiva-
léncias:

(AVRB) e (~sd— B)
(AANB) e —(d— =B)

Alternativamente, poderiamos simplesmente confiar em um dos ou-
tros dois resultados subsidiarios e (repetidamente) invocar apenas uma
dessas duas equivaléncias.

Em suma, nunca ha qualquer necessidade de se adicionar conec-
tivos a LVF. De fato, ja ha alguma redundancia entre os conectivos
que temos: poderiamos nos contentar com apenas dois conectivos, se
estivéssemos nos sentindo realmente austeros.

41.5 Conectivos individualmente
expressivamente adequados

De fato, alguns conectivos binarios sdo individualmente expressiva-
mente adequados. Estes conectivos nao estdo normalmente incluidos
na LVF, uma vez que eles sio bem complexos de se usar. Mas a exis-
téncia deles mostra que, se quiséssemos, poderiamos definir uma lin-
guagem vero-funcional que fosse expressivamente adequada que con-
tivesse apenas um unico operador primitivo.

O primeiro desses conectivos que consideraremos é ‘7’, que tem a
seguinte tabela verdade caracteristica.

B | A7%

oo 5|’
S NN
==
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Ele é frequente chamado de ‘Sheffer stroke’, depois de Henry Sheffer,
quem o utilizou para mostrar como reduzir o ntimero de conectivos
l6gicos no Principia Mathematica de Russell e Whitehead."

“1” é expressivamente adequado sozinho. ]

(Na verdade, Charles Sanders Peirce antecipou Sheffer em cerca
de 3o anos, mas nunca publicou seus resultados.)” E bem comum,
também, chama-lo de ‘nand’, uma vez que sua tabela verdade carac-
teristica é a negacao da tabela verdad do ‘A’.

O Teorema da Adequacao Expressiva nos diz que ‘=’ e ‘v’ sdo con-
juntamente expressivamente adequados. Entdo, ele é suficiente para
nos mostrar que, dado qualquer esquema que contenha apenas esses
dois conectivos, podemos reescrevé-lo como um esquema logicamente
equivalente que contém apenas ‘’. Como na prova dos casos subsidia-
rios do Teorema da Adequacdo Expressiva, entdo, nés simplesmente
aplicamos as seguintes equivaléncias:

—d e (A1)
(AVRB) e (AdTd)T(BTRB))

para o resultado subsidiario 1.
De maneira similar, podemos considerar o conectivo |’:

d B|d|B
T T| F
T F| F
F T| F
F F| T

Ele é as vezees chamado de ‘Peirce arrow’ (Peirce o chamou de
ampheck). Mais frequentemente, porém, ele é chamado de ‘nor’, uma
vez que sua tabela verdade caracteristica é a negacao de ‘V’, ou seja,

de ‘nem ... nem ... .

1Sheffer, ‘A Set of Five Independent Postulates for Boolean Algebras, with ap-
plication to logical constants,” (1913, Transactions of the American Mathematical Society
14.4)

2Ver Peirce, ‘A Boolian Algebra with One Constant’, que é datado de ¢.1880; e
Peirce’s Collected Papers, 4.264—5.
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‘|’ € expressivamente adequado por si s6.

Como no resultado anterior para T, porém, invocando as equiva-
léncias:

- e (d]d)
(ANRB) e ((dld)]|(B]RB))

e o resultado subsidiario 2.

41.6 Falhas de adequacdo expressiva

De fato, os #nicos conectivos binarios que sao individualmente expres-
sivamente adequados sdo ‘1’ e ‘|’. Mas como mostrariamos isso? De
maneira mais geral, como podemos mostrar que alguns conectivos ndo
sdo conjuntamente expressivamente adequados?

A coisa 6bvia a se fazer é tentar encontrar alguma tabela verdade
que ndo podemos expressar usando apenas os conectivos dados. Mas
h4a um pouco de arte nisso.

Para tornar isso concreto, vamos considerar a questdo sobre se
‘v’ é expressivamente adequado por si s6. Depois de um pouco de
reflexdo, deve estar claro que ele nao é. Em particular, deve estar claro
que qualquer esquema que contenha apenas disjun¢des nao pode ter
a mesma tabela verdade que a negacao, i.e.:

ad | -d
T| F
F| T

A razao intuitiva de por que isso deve ser assim € simples: as linhas
do topo da tabela verdade desejada precisam ter o valor falso; mas a
linha do topo de qualquer tabela para um esquema que contém apenas
V sempre serd verdadeiro. O mesmo é verdadeiro para A, —, e <.

Vv, ‘N, ‘=, e ‘>’ nao sao expressivamente adequados por si
s0.

Na verdade, o seguinte é verdadeiro:
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Os iinicos conectivos binarios que sao expressivamente adequa-
dos por si s6 sdao ‘7’ e ‘|’

Certamente, isso é mais dificil de se provar do que para conectivos
primitivos. Por exemplo, o conectivo de “disjunc¢ao exclusiva” nao tem
um T na primeira linha de sua tabela verdade caracteristica, entao
o método usado acima nido é mais suficiente para mostrar que ele
nao pode expressar todas as tabelas verdades. Também é mais dificil
mostrar que, e.g., ‘<>’ e ‘=’ juntos nao sao expressivamente adequados.
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Correcdo

Neste capitulo, relacionaremos a semantica da LVF ao seu sistema de
prova de dedugao natural (conforme definido na parte IV). Provaremos
que o sistema formal de prova é seguro: vocé pode provar sentencas
apenas de premissas das quais elas se seguem. Intuitivamente, um sis-
tema formal de prova é correto [sound] sse ele ndo nos permite provar
qualquer argumento invalido. Isso obviamente é uma propriedade for-
temente desejavel. Ela nos diz que nossos sistema de prova jamais nos
desviard. Na verdade, se nosso sistema de prova nao fosse correto,
entdo nés nao poderiamos confiar em nossas provas. O objetivo deste
capitulo é provar que nosso sistema de prova é correto.

Vamos fazer a ideia mais precisa. Abreviaremos uma lista de sen-
tencas usando a letra grega I' (‘gamma’). Um sistema formal de prova
é CORRETO [sounp] (relativo a uma dada seméntica) sse, sempre que
houver uma prova de 6 a partir de assung¢des de I', entdo I' genui-
namente acarreta [enfails] € (dada essa semintica). Posto de outra
maneira, para provar que o sistema de prova da LVF é correto, preci-
samos provar o seguinte

Teorema da Correc¢do. Para quaisquer sentencas I' e 6: se
I'6,entao 'k 6

Para provar isso, checaremos cada uma das regras do sistema de
prova da LVF individualmente. Queremos mostrar que nenhuma apli-
cagao dessas regras nos engana. Uma vez que uma prova apenas en-
volve aplicacdes repetidas dessas regras, isso mostrara que nenhuma
prova nos engana. Ou, pelo menos, essa € a ideia geral.
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Para comecar, precisamos tornar a ideia de ‘nos enganar’ mais
precisa. Digamos que uma linha de uma prova é BRILHANTE sse as
assuncoes das quais essa linha depende acarretam tautologicamente a
sentenca nessa linha.' Para ilustrar a ideia, considere o seguinte:

1| F—->(GAH)

2 F

3 GANH —E1,2
4 G AE 3
5| F-G —12-4

A linha 1 é brilhante sse ¥ —» (GAH) £ F — (G A H). Vocé
deveria ser facilmente convencido de que a linha 1 é de fato brilhante!
De maneira similar, a linha 4 é brlihante sse F — (G A H),F £ G.
Novamente, é facil checar que a linha 4 é brilhante. Assim como o é
em toda linha nessa prova da LVF. Queremos mostrar que isso nao é
uma coincidéncia. Isto é, queremos provar:

Lema do Brilho. Toda linha de toda prova da LVF é brilhante.

Entao, saberemos que nunca seremos enganados, em qualquer linha
de uma prova. De fato, dado o Lema do Brilho, sera facil provar o
Teorema da Correcgao:

Prova. Suponha que I' + 6. Entdo, ha uma prova da LVF, com €
aparecendo em sua ultima linha, cujas inicas assun¢des ndo elimina-
das estdo entre I. O Lema do Brilho nos diz que toda linha em uma
prova da LVF é brilhante. Entdo, esta altima linha é brilhante, i.e.
't 6. QED

Ainda falta provar o Lema do Brilho.

Para fazer isso, observe que toda linha de qualquer prova da LVF
é obtida ao se aplicar alguma regra. Entdo o que queremos mostrar é
que nenhuma aplicagdo de uma regra do sistema de prova da LVF nos
enganara. Mais precisamente, digamos que uma regra de inferéncia é
CORRETA [rule-sound] sse para todas as provas da LVF, se obtivermos
uma linha em uma prova da LVF ao aplicar aquela regra, e todas as

1A palavra ‘brilhante’ ndo € padronizada entre os 16gicos.
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linhas anteriores na prova da LVF forem brilhantes, entdo nossa nova
linha é também brilhante. O que precisamos mostrar é que fodas as
regras no sistema de provas da LVF sdo corretas.

Faremos isso na proxima se¢ao. Mas, tendo demonstrado a corre-
cao de todas as regras, o Lema do Brilho seguira imediatamente:

Prova. Fixe qualquer linha, linha 7, em qualquer prova da LVF.
A sentenca escrita na linha n deve ser obtida usando uma regra de
inferéncia formal que é correta. Isso é dizer que, se toda linha anterior
é brilhante, entdo a linha n é ela mesma brilhante. Consequentemente,
pelo teorema forte da indugdo no tamanho das provas da LVF, toda
linha de toda prova da LVF é brilhante. QED.

Note que esta prova apela a um principio da indugao forte no ta-
manho das provas da LVF. Esta é a primeira vez que nos vimos este
principio, e vocé deveria pausar para confirmar que ele é, de fato,
justificado.

Resta mostrar que toda regra é correta. Isso ndo é dificil, mas
é consumidor de tempo, uma vez que precisamos checar cada regra
individualmente, e o sistema de prova da LVF tem varias regras! Para
acelerar o processo marginalmente, introduziremos uma abreviacao
conveniente: ‘A;’ (‘delta’) abreviara as assuncdes (se houver) em que
a linha 7 depende da nossa prova na LVF (o contexto indicara qual
prova da LVF tivermos em mente).

l Introduzir uma assuncao € correto

Se o é introduzida como uma assuncdo na linha z, entdo o esta
entre A,, and so A, k 9.

A regra Al é correta. ]

Prova. Considere qualquer aplicacdo de Al em qualquer prova da
LVF, i.e., algo como:

i | A
Jj | B
n | AANB Al j
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Para mostrar que Al é correto, assumimos que toda linha antes da
linha n é brilhante; e desejamos mostrar que a linha 7 é brilhante, i.e.
que A, E A A R.

Entao, seja v qualquer avaliagdo que torne todas as férmulas de A,
verdadeiras.

Primeiro mostramos que v torna ¢ verdadeiro. Para provar isso,
note que todas as formulas de A; estdo entre A,. Por hipétese, a linha ¢
é brilhante. Entao, qualquer valoracao que torne todos de A; verdadei-
ros torna o verdadeiro. Uma vez que v torna todos de A; verdadeiros,
ele torna ¢ verdadeiros também.

Podemos, de maneira similar, ver que v torna 9 verdadeiro.

Entdo, v torna ¢ verdadeiro e v torna & verdadeiro. Consequen-
temente, v torna A A B verdadeiro. Entdo, qualquer valoragdo que
torna todas as sentencas entre A, verdadeiras também torna o A %
verdadeiro. Ou seja: a linha n é brilhante. QED

Todos os lemas restantes que estabelecem a correcdo de regras
terdo essencialmente a mesma estrutura que este.

l A regra AE é correta.

Prova. Assuma que toda linha antes da linha » em alguma prova
da LVF ¢ brilhante, e que AE é usada na linha n. Entdo, a situacdo é:

i |ANRB
n | d AE i

(ou talvez com % na linha 7; mas, um raciocinio similar se aplicara
nesse caso). Seja v qualquer valoragido que torna todas as sentencas de
A, verdadeiras. Note que todas as sentencas de A; estao entre A,. Por
hipétese, a linha i é brilhante. Entdo, qualquer valoracao que torna
todas as sentencas de A; verdadeiras torna f A 9 verdadeira. Entao,
v torna A A B verdadeira, e consequentemente torna d verdadeira.
Entao, A, £ d. QED

l A regra VI é correta. ]

Deixamos este como um exercicio.
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l A regra VE é correta.

Prova. Assuma que toda linha antes da linha » em alguma prova
da LVF é brilhante, e que AE é usada na linha n. Entdo, a situacdo é:

m | AdVAB

i d

il e

k B

A

n | 6 VE m, i—j, k-1

Seja v qualquer valoragdo que torna todas as sentencas de A, verdadei-
ras. Note que todas as sentencas de A, estdo entre A,. Por hipétese,
a linha m é brilhante. Entao, qualquer valoracdao que torna A, verda-
deira torna o vV R verdadeira. Entdo, em particular, v torna o v R
verdadeira, e, consequentemente, ou v torna ¢ verdadeira, ou v torna
9B verdadeira. No6s agora raciocinamos por entre estes dois casos:

Caso 1: v torna 9 verdadeira. Todas as sentencas de A; estdo entre A,,
com a possivel exce¢do de /. Uma vez que v torna todas de
A, verdadeiras, e também torna 9 verdadeira, v torna todas de
A; verdadeiras. Agora, por hipétese, linha j é brilhante; entao,
A; F 6. Mas as sentengas A; sdo exatamente as sentengas Aj,
entao, A; £ 6. Entdo, qualquer valoracdo que torna todas as
sentencas de A; verdadeiras torna 6 verdadeira. Mas v é uma
tal valoracao. Entao, v torna ‘€ verdadeira.

Caso 2: v torna B verdadeira. Raciocinar da exata mesma maneira,
considerando as linhas £ e [, k£ torna < verdadeira.

De qualquer maneira, v torna ‘6 verdadeira. Entao, A, £ 6. QED

l A regra —E correta. ]

Prova. Assuma que cada linha antes da linha » em alguma prova
da LVF ¢ brilhante, e que —E é usada na linha n. Entdo, a situacédo é:



CAPITULO 42. CORRECAO 339

i | d
J|~d
n | L -Ei,j

Note que todas as sentengas de A; e todas as de A; estdo entre A,.
Entdo, qualquer valoracdo que torne verdadeiras todas as sentencas
de A, também teria que tornar tanto 9/ quanto -9 verdadeiras. Mas,
nenhuma valora¢iao pode fazer isso. Entao, nenhuma valoracao torna
verdadeiras todas as sentencas de A,. Entdo, A, F 1, vacuosamente.

QED

A regra X é correta.

Deixamos esta como um exercicio.

A regra —I é correta.

Prova.Assuma que toda linha antes da linha # de alguma prova da
LVF ¢ brilhante, e que —I é usada na linha #n. Entdo, a situacdo é:

i d
J L
n | ~d -l i—j

Seja v qualquer valoragao que torne verdadeiras todas as sentencas de
A,. Note que todas as sentencas de A, estdo entre A;, com a possivel
excecao de d. Por hipétese, a linha j é brilhante. Mas, nenhuma
valoragao pode tornar ‘1’ verdadeira, entdo, nenhuma valoragao pode
tornar todas as sentencas de A; verdadeiras. Uma vez que as sentengas
A; sdo exatamente as sentengas A;, nenhuma valoragido pode tornar
todas de A; verdadeiras. Uma vez que v torna todas de A, verdadeiras,
ela deve, portanto, tornar o falsa, e, entdo, tornar =g verdadeira.
Entao, So A, £ ~d. QED

l As regras IP, —I, —E, <1, e ©E sdo todas corretas.
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Deixamos este como exercicio.
Isso estabelece que todas as regras basicas do nosso sistema de
prova sdo corretas. Finalmente, mostramos:

Todas as regras derivadas do nosso sistema sdo completas. ]

Prova. Suponha que usamos uma regra derivada para obter alguma
sentenca, 4, na linha n de alguma prova da LVT, e que toda linha ante-
rior é brilhante. Todo uso de uma regra derivada pode ser substituido
(aos custos da longevidade) por miltiplos usos das regras basicas. Isto
é, poderiamos ter usado as regras basicas para escrever 9 em alguma
linha n + £, sem introduzir qualquer outra assunc¢ao. Entao, ao aplicar
varias vezes nossos resultados individuais de que todas as regras ba-
sicas sdo corretas (k£ + / vezes, na verdade), podemos ver que a linha
n+k é brilhante. Consequentemente, a regra derivada é correta. QED

E é isso! Nos mostramos que todas as regras—basicas ou nao—
sao corretas, que é tudo o que precisavamos para estabelecer o Lema
do Brilho, e, consequentemente, o Teorema da Correcao.

Mas, pode ajudar a terminar este capitulo se repetirmos minha
explicacdo informal do que nés fizemos. Uma prova formal é ape-
nas uma sequéncia—de tamanho arbitrario—de aplica¢des de regras.
Mostramos que qualquer aplicacdo de qualquer regra nao nos levara
a enganos. Segue-se (por inducdo) que nenhuma prova formal nos
levara a enganos. Ou seja: nosso sistema de prova é correto.

Exercicios Praticos

A. Complete os lemas deixados como exercicio neste capitulo. Ou
seja, mostre que as seguintes regras sao corretas:

VI. (Dica: este caso € similar ao caso de AE.)
X. (Dica: este caso é similar ao caso de —E.)
—I. (Dica: este caso é similar ao caso de VE.)
—E.

IP. (Dica: este caso é similar ao caso de —I.)

ALl S
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APENDICE A
Notacao
simbolica

1.1 Nomeclatura alternativa

Légica vero-funcional. A LVF é conhecida por outros nomes. As
vezes ela é chamada de ldgica sentencial, porque ela lida fundamen-
talmente com sentencgas. As vezes é chamada de ldgica proposicional,
na ideia de que ela lida fundamentalmente com proposi¢des. Nos fi-
camos com [ldgica vero-funcional, para enfatizar o fato de que ela lida
apenas com as atribuicoes de verdade e falsidade a sentencas, e que
seus conectivos sdao todos vero-funcionais.

Loégica de primeira ordem. A LPO é conhecida por outros nomes.
As vezes ela é chamada de ldgica de predicados, porque ela nos permite
aplicar predicados a objetos. As vezes é chamada de logica quantificada,
porque ela faz o uso de quantificadores.

Férmulas. Alguns textos chamam férmulas de formulas bem-
formadas. Uma vez que ‘férmula bem-formada’ é uma frase grande
e incomoda, eles entdo abreviam isso como fbf Isso é tanto bar
baro quanto desnecessario (tais textos nao suportam ‘férmulas mal-
formadas’). Nos ficamos com ‘férmula’.

Em §6, nos definimos sentencas da LVF. Elas também sdo as vezes
chamadas de ‘formulas’ (ou ‘f6rmulas bem-formadas’), uma vez que
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na LVF, diferentemente da LPO, ndo ha diferenca entre uma féormula
e uma sentenca.

Valoragdes. Alguns textos chamam valorac¢oes de atribuicoes de ver-
dade, ou atribuicies de valores de verdade.

Adequacio expressiva. Alguns textos descrevem a LVF como
verdade-funcionalmente completa [truth-functionally complete], em vez de
expressivamente adequada.

Predicados n-arios. Escolhemos chamar predicados ‘de um lugar’,
‘de dois lugares’, ‘de trés lugares’, etc. Outros textos os chamam res-
pectivamente de ‘monadicos’, ‘diadicos’, ‘triadicos’, etc. Ainda, outros
textos os chamam de ‘unarios’, ‘binarios’, ‘ternarios’, etc.

Nomes. Na LPO, usamos ‘@’, ‘0’, ‘c’, para nomes. Alguns textos
os chamam de ‘constantes’. Outros textos ndo marcam qualquer dife-
renca entre nomes e variaveis na sintaxe. Esses textos focam simples-
mente em se o simbolo ocorre ligado ou nao ligado.

Dominios. Alguns textos descrevem um dominio como um ‘dominio
de discurso’, ou um ‘universo de discurso’.

1.2 Simbolos alternativos

Na historia da l6gica formal, diferentes simbolos foram usados em dife-
rentes tempos e por diferentes autores. Frequentemente, autores foram
forcados a usar uma notagido que suas impressoras pudessem forma-
tar. Este apéndice apresenta alguns simbolos comuns, de maneira que
vocé pode reconecé-los caso os encontre em um artigo ou em outro
livro.

Negacgdo. Dois simbolos comuns usados sao o da nega¢do, ‘—’, e o til,
‘~” Em alguns sistemas formais mais avancados, € necessario distin-
guir entre dois tipos de negacao; a distin¢ao geralmente é representada
usando-se tanto ‘=’ quanto ‘~’. Textos mais antigos as vezes indicam a
negac¢ao por uma pequena linha acima da férmula sendo negada, e.g.,
A A B. Alguns textos usam ‘x # y’ para abreviar ‘-x = y’.
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Disjungdo. O simbolo ‘v’ é tipicamente usado para simbolizar a
disjuncado inclusiva. Uma etimologia é a partir da palavra latina ‘vel’,
significando ‘ou’.

Conjuncdo. A conjuncio frequentemente é simbolizada com o ‘¢’
comercial, ‘&. O ‘e’ comercial é uma forma decorativa da palavra la-
tina ‘et’, que signfiica ‘e’. (Sua etimologia ainda permanece em certas
frontes, particularmente em fontes italicas; entdo, um ‘e’ comercial em
italico pode aparecer como ‘&’.) Este simbolo é comumente usado na
escrita natural inglesa (e.g., ‘Smith & Sons’), e entdo mesmo apesar
de ser uma escolha natural, muitos l6gicos usam um simbolo diferente
para evitar confusdes entre a linguagem objeto e a metalinguagem:
como um simbolo em um sistema formal, o ‘¢’ comercial nao é a pala-
vra inglesa ‘&’. A escolha mais comum agora é ‘A’, que é uma contra-
parte ao simbolo usado para a disjungdo. As vezes um tinico ponto,
‘’, € usado. Em alguns textos antigos, nao ha qualquer simbolo para
a conjuncao; ‘4 e B’ é simplesmente escrito como ‘AB’.

Condicional material. Ha dois simbolos comuns para o condicio-
nal material: o arrow, ‘—’, e a ferradura, ‘>’

Bicondicional material. A dupla seta, ‘<>’,é usada em sistemas que
usam a seta para representar o condicional material. Sistemas que
usam a ferradura como condicional tipicamente usam a barra tripla,
‘=’, para o bicondicoinal.

Quantificadores. O quantificador universal tipicamente é simboli-
zado como um ‘A’ rotacionado, e o quantificador existencial como um
‘E’ rotacionado. Em alguns textos, ndo ha um simbolo separado para
o quantificador universal. De fato, a variavel € apenas escrita entre pa-
rénteses na frente da férmula a qual ela liga. Por exemplo, eles podem
escrever ‘(x)Px’ onde noés escreveriamos ‘Vx Px’.

Estas tipografias alternativas estdo sumarizadas abaixo:
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negacao

conjung¢ao

disjungao

condicional
bicondicional
quantificador universal
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Sistemas
alternativos de
prova

Ao formular nosso sistema dedutivo, tratamos certas regras de dedu-
¢ao natural como bdsicas, e outras como derivadas. Contudo, poderia-
mos igualmente muito bem ter escolhido varias regras diferentes como
basicas ou derivadas. Ilustraremos este ponto ao considerar alguns
tratamentos laternativos da disjun¢ao, negacao, e dos quantificadores.
Explicaremos também por que noés fizemos as escolhas que fizemos.

2.1 Eliminacao alternativa da disjuncao

Alguns sistemas tomam o DS como sua regra basica para a eliminacao
da disjuncdo. Tais sistemas podem entao tratar a regra VE como uma
regra derivada. Pois, eles podem oferecer os seguintes esquemas de
prova:
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m av R

i d

j 3

k B

z 3

n d—-6 —-li-j

n+1 B -6 Ik

n+2 -6

n+3 e/}

n+4 6 —En+3,n
n+b L -En+2,n+4
n+6 - -In+3-n+5
n+7 9B DSm,n+6
n+8 6 —»En+7,n+1
n+9 L -En+2, n+8
n+10 | 6 IPrn+2-n+9

Entao, por que nos escolhemos tomar VE como basico, em vez de SD?*
Nosso raciocinio é que SD envolve o uso de ‘=’ no enunciado desta
regra. £ de certa forma ‘mais claro’ que nossa regra da eliminagio da
disjuncao evite mencionar outros conectivos.

2.2 Regras alternativas de negacao

Alguns sistemas tomam a seguinte regra como suas regras basicas de
introducao da negacao:

1A versdo original deste livro, de P.D. Magnus, foi pelo outro caminho.
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m o/}
n—1
n -RB
-9 =I* m—n

e uma versao correspondente desta regra que chamamos de IP como
regra basica de eliminacdo da negacio:

m -d
n—1 %B
n -R
d -E* m—n

Usando estas duas regras, poderiamos ter evitado todos os usos do
simbolo ‘L’ completamente. *

Outra maneira de lidar com a negac¢ao é usar LEM ou DNE como
uma regra basica e introduzir IP como uma regra derivada. Tipica-
mente, em um tal sistema, as regras sio dados nomes diferentes, tam-
bém. Por exemplo, as vezes o que chamamos de —E é chamado de
1I,e o que chamamos de X é chamado de LE. 3

Entao, por que escolhemos nossas regras para negacao e contradi-
cao?

Nosso primeiro motivo é que adicionar o simbolo ‘L’ ao nosso sis-
tema de deducdo natural torna consideravelmente mais facil trabalhar
com provas. Por exemplo, em nosso sistema, é sempre claro o que uma
conclusdo de uma subprova é: a sentenca na ultima linha, e.g. L em
IP ou —I. Em —I e —E*, subprovas tém duas conclusdes, entdo vocé
nao pode checar se uma aplicagao delas é correta.

Nosso segundo motivo é que um monte de discussées filosoficas
fascinantes se concentraram na aceitabilidade ou nao de provas indi-
retas de IP (de maneira equivalente, i.e. LEM, ou elimina¢ao da dupla

?Novamente, a versdo original deste livro, de P.D. Magnus, foi por outro caminho.
3A versao deste livro devida a Tim Button vai por esse caminho e substitui IP por
LEM, que ele chama de TND, para “tertium non datur.”
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negacao DNE) e explosdo (i.e. X). Ao tratar estas como regras sepa-
radas no sistema de prova, vocé estard em uma posi¢do melhor para
engajar naquela discussdo filosofica. Em particular: tendo invocado
estas regras explicitamente, serd muito mais facil para nés sabermos
como seria um sistema que nao tivesse estas regras.

Essa discussao e, de fato, a grande maioria dos estudos matema-
ticos sobre aplicagdes de provas de deducdo natural além dos cursos
introdutoérios, faz referéncia a uma versdo diferente da deducdo natu-
ral. Esta versao foi inventada por Gerhard Gentzen em 1935 e refinada
por Dag Prawitz em 1965. Nosso conjunto de regras basicas coincide
com o deles. Em outras palavras, as regras que usamos siao aquelas
que sdo padrdo na discussao filoséfica e matematica das provas de
deducdo natural fora dos cursos introdutérios.

2.3 Regras alternativas de quantificacao

Uma abordagem alternativa para os quantificadores é a de tomar como
basicas as regras para VI e VE de §32, e também duas regras CQ que
nos permitem mover de V-9 para -3ad e vice-versa.*

Tomando apenas estas regras como basicas, poderiamos derivar as
regras JI e JE fornecidas em §32. Derivar a regra 31 é razoavelmente
simples. Suponha que ¢ contém o nome ¢, e ndo contém qualquer
instancia da variavel a, e que queremos fazer o seguinte:

m |A(...c...c...)
k| xed(...xc...c...)

Isso ainda nao é permitido, uma vez que neste novo sistema, nao temos
a regra Jl. Podemos, contudo, oferecer o seguinte:

4Warren Goldfarb se gue esta linha em Deductive Logic, 2003, Hackett Publishing
Co.
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m
m+1
m+2
m+3
m+4

m+5

A(...c...c...)
—JdxA(...x...c...)
Ve-d(...x...c...) COm+1
-d(...c...c...) VE m+2
L -Em+3,m
JxdA(...x...c...) IPm+1-m+4

Derivar a regra JE é ainda mais sutil. Isso ocorre porque a a regra
JE tem uma importante restricio (como, de fato, a regra VI), e nés
precisamos ter certeza de que estamos o respeitando. Entdo, suponha
que estamos em uma situagdo onde nés queremos fazer o seguinte:

i |£ﬂ(00)
il |
k| &

onde ¢ nao ocorre em qualquer assun¢ao nao eliminada, ou em 9%, ou
em Jaxd(...x...a...). Ordinariamente, seriamos permitidos a usar
a regra JE; mas nés nao estamos assumindo aqui que nds aceitamos
esta regra como uma regra basica. Todavia, poderiamos oferecer a
seguinte derivacdo, mais complicada:
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m Jxed(...x...x...)

i A(...c...c...)

j B

k A(...c...c...) > B —li—j
k+1 -ARB

k+2 —dA(...c...c...) MT &k, k+1

k+3 Ve-d(...x...x...) VIk+2
k+4 —Jad(...x...x...) CQk+3
k+5 L -Ek+4,m

k+6 | & IPE+1-k+5

Somos permitidos a usar VI na linha £ + 3 porque ¢ ndo ocorre
em qualquer assun¢do ndo eliminada, porque ¢ nao ocorre em
Fxed(...x...x...).

Armados com estas regras derivadas, poderiamos agora derivar as
duas regras CQ restantes, exatamente como em §36.

Entdo, por que n6s comecamos com todas as regras para os quan-
tificadores como basicas, e entao derivamos as regras CQ?

Nossa primeira razdo é que parece ser mais intuitivo tratar os quan-
tificadores como pareados um com o outro, dando a eles suas préprias
regras basicas para introducdo e eliminacao.

Nossa segunda razao tem a ver com a discussdo de regras alter-
nativas de negacdo. Nas derivacdes das regras de 3I e JE que nés
oferecemos nesta se¢do, nos invocamos IP. Mas, como mencionado
anteriormente, IP é uma regra controversa. Entdo, se quiermos mover
para um sistema que abandona IP, mas que ainda nos permite usar
quantificadores existenciais, quereremos tomar as regras de introdu-
cao e eliminacdo de quantificadores como basicas, e tomar as regras
CQ como derivadas. (De fato, em um sistema sem IP, LEM e DNE,
seremos incapazes de derivar a regra CQ, que move de —Vaxdl para
Jx—-dA)
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3.1 Tabelas verdades caracteristicas

o | ~d d B|ANB|AVRB |d—>B|do B

T| F T T| T T T T

F| T T F| F T F F
F T| F T T F
F F| F F T T
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3.2 Simbolizacao

CONECTIVOS SENTENCIAIS

Nao é o caso que P
P ougQ

Nem P nem Q
Ambos, P e Q

Se P, entao Q

P somente se Q

P se, e somente se, Q
P a menos que Q

Todos os F's sao Gs
Alguns F's sdo Gs
Nem todos os F's sio Gs

Nenhum F é G

Apenas ¢ é G

Tudo além de ¢ € G
OFéG

Nao é o caso que
oFéG

O F é nao-G

-P

PV Q)

-(PvV Q) or (=P A —|Q)
(PAQ)

(P — Q)

(P — Q)

(P < Q)

(PVvQ)

PREDICADOS

Vx(F(x) = G(x))
Ax(F(x) A G(x))
-Vx(F(x) —» G(x)) or
Ax(F(x) A =G(x))
Vx(F(x) —» -G(x)) or
—3x(F(x) A G(x))

IDENTITIDADE
Vx(G(x) & x=¢)
Vx(—=x =c¢ — G(x))
Jx(F(x) AVy(F(p) = x=9) A G(x))

—3x(F(x) AVY(F(y) = x=9) AG(x))
Jx(F(x) AVy(F(y) = x=y) A=G(x))
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3.3 Usando identidade para simbolizar
quantidades

Ha pelo menos Fs.

um dx F(x)

dois  Jx;dxo(F(x1) A F(x9) A —x1 = x9)

trés  dx13xoTxz(F(x1) A F(x9) A F(x3) A
—1X1 = X9 A X1 = X3 A X9 = x3)

quatro  Jx13xgTxzIxg (F(x1) A F(x9) A F(x3) A F(x4) A
X1 =X A X1 = X3 A\ X1 = X4 N
X9 = X3 A X9 = X4 N\ X3 = x4)
n 3xy...3x,(F(x1) A...AF(x,) A

XL =X A A Xy = Xy)

Ha no maximo Fs.

Uma maneira de dizer ‘hd no maximo n Fs’ é colocar um si-
nal de navegacdo na frente da simbolizacdo para ‘ha pelo me-
nos n + 1 Fs. De maneira equivalente, podemos oferecer:
um Vx1\7’x2[(F(x1) A F(x9)) — x1 = xg]
dois  Vx1VxoVaxs [(F(xl) A F(x9) A F(x3)) —
(x1=x2\/x1:x3Vx2=x3)]
trés  VarVaoVagVay [(F(xl) A F(x9) AN F(x3) AN F(xy)) —
(x1=xVx1=x3Va1=x4V
xg:x3Vx2=x4Vx3:x4)]
n Vx1...Vaua [(F(xl) A...ANF(xy41)) —
(xq1=xV...Vax, :xn+1)]

Ha exatamente Fs.

Uma maneira de dizer ‘ha exatamente n Fs’ é unir duas das
simboliza¢bes acima e dizer ‘ha pelo menos n Fs e ha no ma-
ximo n Fs’. As férmulas equivalentes seguintes sdo mais curtas:
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Zero
um
dois

trés

Vx —=F(x)

3x[F(x) AVY(F(y) = x = )]

dx13dxo [F(xl) A F(x9) A

—x1=x0 AVY(F(p) > (3=x1Vy =x2))]
dx13x93x3 [F(xl) A F(x9) A F(x3) A

—X1 = X9 A X1 = x3 A X9 = x3 A
Vy(F(p) > (9 =x1 Vy=2xVy=x3))]
3x1...3xn[F(x1)/\.../\F(x,,)/\

X1 =X A L0 A Xpm1 = X A
Vy(F(y)—>(y:x1V...Vy=xn))]
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3-4 Regras de dedugdo basicas para LVF

Reiteracao Negacao
m | A
i e/]
A4 Rm
j 1
- =1 i—j
Conjuncgao
jung m | ~d
m | o n | oA
2 |l a3 L -Em, n

AANB  ANlm,n

m | ANB

ol AE m

Prova indireta

m | ANB

R AE m i -

7 1
o IP ij
Condicional

i d
j 9]

d-B  —lij Explosao
m | d— B
n | A m | L

B —Em, n A Xm
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Disjunc¢ao

AV B

RBvd

3

=8
<
®

=~
s@‘sa e

vim

vim

VE m, i—j, k-1

Bicondicional
i o
E)

k %
anr

AeRB oli-j, k-
m|deoR
n |4

B —Em, n
m | d e B
n | B

A —Em, n
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3.5 Regras derivadas para a LVF

Silogismo disjuntivo Terceiro excluido
m | AVRB ' i
n | ~d J %
% DS m, n L
l RB
m | VR B LEM i—j, k-1
n | %
o DS m. n Leis de De Morgan
m | ~(AVRB)
Modus Tollens A A-B DeM m
m |d—>RB
-d A =R
n | R "

- Vv DeM
o MT m, n (d V) DeMm

m | —(A A B)
Eliminac¢do da dupla
= —d4Vv-B DeMm
negacao

m | o m | -V -%B

oA DNE m —-(AANB) DeM m
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3.6 Regras basicas de dedugao para LPO

Eliminac¢do universal

m

A(...c...c...) VE m

Introducao universal

m|dA(...c...c...)

Vaed(...xc...x...) VIim

< nao pode ocorrer em qualquer
assuncio nio eliminada

2 nao pode ocorrer em
A(...c...c...)

Introducao do existencial

m|d(...c...c...)

Fxed(...x...c...) dIm

Introducao da identidade

| c=<¢ =1
Eliminacao da identidade

m|a==06
n |d(...a...¢...)
A(...6...a...) =Em,n

a nao pode ocorrer em
A(...c...<c...)

Eliminac¢do existencial

m | xdA(...x...x...)
i |$ﬂ(...c...c...)
e
RB 3E m, i—j

< nao pode ocorrer em qual-
quer assuncdo nao eliminada,
em JxA(...x...x...), ou em

B
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3.7 Regras derivadas para LPO

m Vo -
—JadAd

m | ~Jaxd

Va—d

CQm

CQm

Jax—oA
—Vad

—Vad
Foe -

CQm

CQm

360
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Na Introducdo ao seu volume, Symbolic Logic,
Charles Lutwidge Dodson avisou: “Quando
vocé chega a uma passagem que vocé nao
entende, leia-a novamente: se vocé ainda nao
entendé-la, leia-a de novo: se vocé falhar, mesmo
depois de ¢rés leituras, muito provavelmente
seu cérebro estd ficando um pouco cansado.
Neste caso, coloque o livro longe, e ocupe-se
com outras coisas, e no proximo dia, quando
vocé o encontra-lo, muito provavelmente vocé
achara que ele é um pouco mais facil.”

O mesmo poderia ser dito sobre este volume,
apesar de os leitores serem perdoados se eles
derem um tempo para um lanche depois de
duas leituras.
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